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Agi mi venne fatto di presentare a voi, ornatissimi 
giovanetti , il primo tomo di queste matematiche istituzioni , 
come era dicevole per essere tutto intero a voi il lavoro dedicato, 
quantunque, esercitato com'era per parecchi anni nello insegna- 
mento di siffatte materie, mi trovava essere al caso di ravvisare 
quali cose potevano recarvi difficoltà, perchè queste venissi poi 
più che altre sponendo con chiarezza; pur tuttavolta diffidando 
del mio tenue ingegno, forte ebbi a temere di non avere aggiunto 
quello che mi avea come a scopo proposto. Se non che fatto certo 
dalla soddisfazione addimostrata per voi, non meno che dallo 
assentimento di alcuni fra primarii professori di questa Capitale 
che a voce ed in iscritto degnarono di rendermi sicuro di quella 
utilità che da tal lavoro non ardiva io per me stesso promettermi, 
vengo ora più animoso di prima a farvi presente di questo sc- 
condo tomo in cui giusta la promessa fattavi rinverrete un trat- 
tato di Logaritmi, la Trigonometria, la Geometria Analitica, le 
Sezioni Coniche, i Luoghi Geometrici del secondo ordine, cd 
una completa teoria sulle Superficie del secondo ordine. Sc per- 
tanto dal primo tomo toglieste un saggio di quel bello di che 
vanno fornite queste scienze fino a restarne presi, non posso far 
altro che augurarvi anche maggiore il diletto, ove darete opera 
studiosamente a quest'altra parte d’ istituzione , come io dal vo 
stro bene consigliato vi esorto a fare. 


Avvertasi che ove fia d’uopo citare i numeri del 
primo tomo, essi, a fine di non confonderli con 
quelli di questo secondo, saranno contrassegnati 
da un asterisco. 
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CAPO I. 


DELLE PRINCIPALI PROPRIETA” DEI LOGARITMI. 


Î: Non equazione y=a" supponendosi x variabile e tale che capace sia di 
crescere positivamente da zero fino a + e negativamente da zero fino a —% 
seguendo sempre la legge di continuità (*), supponendosi inoltre a costante 
maggiore o minore di 1 , proponiamoci di osservare le variazioni di y corri 
spondenti a quelle di x. 

A tal fine si supponga primieramente a>1. Facendo x=0 si ha (104*) 
y=a°=1 , e facendo x=4 si Irova y==a; a misura poi che @ cresce positiva- 
mente da zero fino ad 1 e da 1 fino a + ; y cresce da 1 fino ad a e da a fi- 


T 


1 
no a +. Se per @ si prendono dei valori negativi , sara (105*)y=a = s 


dove si vede che a misura che « cresce negativamente da zero fino a —0,Y 
decresce da 1 fino a zero. Si deduce da tutto ciò che facendo nella equazione 


(*) Il vocabolo continzità non esprime altro che nn legame non interrotto. In Matematica per 
legge di continuità s'intende quella per mezzo della quale una quantità variabile passando da una grane 
dezza ad un'altra, passa per tatte le grandezze intermedie senza saltarne una « 
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y=a”, allorchè a>1, variare x come si è supposto sopra , si ottengono per y 
tutti i numeri che sono compresi fra zero e +e . | 


Si supponga in secondo luogo che la costante a sia <1 ed =; sarà b>1, 


ed ya Quindi facendo x=0 si ha y=1, e facendo 2=1 si ottiene y=4; 


crescendo poi x positivamente da zero fino ad 1 e da 1 fino a +, y decresce 
da1 fino adaedaa fino a zero. Prendendo i valori negativi di x, si avrà 


1 4 
v=r =", e perciò quando x cresce negativamente da zero fino a —0, y 


cresce da 4 fino a ---c0 . Ancora dunque nel caso che a sia <1, se nella equa- 
zione y=a” si fa variare x in tutti i modi possibili, si ottengono per y tutti i 
numeri compresi fra i limiti zero e + , sebbene ciò abbia luogo in un mo- 
do inverso di quello che avea luogo per la supposizione di a>1. 

Finalmente se a=f , si ottiene y=f, qualunque sia il valore di x. 

Dall’ analisi fatta, si comprenderà agevolmente la proposizione che segue: 
purchè a sia un numero diverso dalla unità, vi sarà sempre un numero x che ren- 
derà a* uguale ad un numero qualunque dato y. 

2. Ciò premesso, si ponga mente a quanto qui segue. Esprimendosi con 
y un numero qualunque dato , e con a un numero arbitrario ma invariabile © 
diverso da 1, il valore di @ che soddisfa alla equazione y=za” chiamasi logaritmo 
del numero y nel sistema della base a. É 

Adunque 2 logaritmo di un numero è l'esponente della potenza alla quale 
fa d’uopo innalzare la base per ottenere questo numero. 

Allorchè sì serive x=/(y) per indicare che «x è il logaritmo del numero + 
o che y=a7, la base a è sottintesa , perocchè scelta una volta si suppone che 
rimanga fissa. Se però si muta , dovrà indicarsi quale è la nuova base, quale 
cioè è il nuovo sistema di logaritmi di cui s'intende parlare. Così essendo 
10°=1000, 2°=32, sarà 3 il logaritmo di 1000, e 5 il logaritmo di 32; ma 
la base è 10 nel primo caso, e 2 nel secondo. 

Adunque restando fissa la base, ogni numero non ha che un solo logarit- 
mo reale; ma però questo stesso numero ha evidentemente un logaritmo reale 
differente per ogni valore differente che si assegni alla base. Così essendo 
9—81, 3':=81, saranno 2 e 4 i logaritmi dello stesso numero 81 secondo che 
la base si prende uguale a 9 ovvero a 3. 

3. Dalla data definizione del logaritmo, e da quanto fu detto nel numero 
{ si possono agevolmente dimostrare i teoremi che seguono. 

1.0 In un sistema qualunque di logaritmi, il logaritmo di 1 è =0, e quello 
della base è 21. 

2.° L'infinito negativo esprime il logaritmo di zero, allorchè la base è DI; 
ma se la base é <1, il logaritmo di zero è espresso dall’ infinito positivo . 

3.9 I logaritmi dei numeri >1 sono positivi , e negativi quelli dei nume- 
ri <1, quante volte la base è >1. Il contrario ha luogo se la base <I. 

4.° Supponendosi la base sempre positiva, i numeri negativi non hanno lo- 
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garitmi reali. Infatti percorrendo la serie dei valori di x da —co a +0 non 
si ottengono per y=a" che numeri positivi da zero fino a + . 

5.° In uno stesso sistema, se più logaritmi costituiscono una progressione 
aritmetica, è numeri corrispondenti formeranno una progressione geometrica. 
Imperocché nella equazione y=a” facendo x uguale successivamente ai termini 
di una progressione aritmetica qualunque (251°) 


4,443, a-4+-23, 44-33, ...., 
i corrispondenti valori di y saranno 
a”, art, ad, ae, LES 
ma 
az: ad; ad; gettò: ec, 1: ad: ad: ad: cc,, 
e la progressione 
1:0:at: adi ec. 
è geometrica (250*). Adunque ec. 
4. Nello stesso sistema della base a sieno x, x’ i logaritmi dei numeri y, 
y'; saranno (2) 
Y si 


y==a°, y'=a”, e perciò yy = a”, y A 


Adunque servendoci della lettera / per indicare i logaritmi del sistema della 
base a, avremo 


c4-o'=I(yy'), e -a'=1 (5) . 
Ma e=l(y), e'=1(y'), e4e'=1l (4) (4), o—2'=1 (4) —Hy'). Adunque 
Uyy)=1(M+1 4), (31 )=@M-1 
MAMH (0-10) 


Non di altro fa d’ uopo perchè s’ intenda essere più generalmente ancora 


yy...) MH +YT 
(E > )EMHMHOI+ TA... 


aalal*. 
5. Se innalziamo l’uuo e l’ altro membro della equazione y=a* alla po- 
tenza m'°, e se estragghiamo da ambedue questi membri la radice m”*“, ot- 


terremo per la prima operazione y=a”, e per la seconda Vy=vVa=a; 
quindi me=/(y"), e — =I(V y). Ma e=/(y), e perciò me=m/(yY), a) 
Adunque 

1 (y")=aml (4), Ly =. 
Vol. IL 2 
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6. Dal detto nei due numeri precedenti si comprendono agevolmente i 
seguenti teoremi. 

1.° Il logaritmo di un prodotto agguaglia la somma dei logaritmi dei fat- 
tori. 

2.° Il logaritmo di un quoziente è uguale al logaritmo del dividendo di- 
minuîto del logaritmo del divisore. 

3.0 Il logaritmo di una qualunque potenza di un numero si ottiene molti- 
plicando per l’esponente il logaritmo dello stesso numero. 

4.° Il logaritmo di una radice qualunque di un numero si ha dividendo il 
logaritmo del numero per VP indice della radice. 

. Le lettere 2, 1", 2”, l"",... esprimano i logaritmi appartenebti ai si- 
stemi, le cui basi sieno a, a’, a, a'",... Prendendo i logaritmi rapporto ai 
sistemi delle basi a, a‘, a'”,... nella equazione y=a'*, otterremo (5) 


Uy)=al(a'), 1 (y)= al (0°), 1" (y) sal dies 


dalle quali equazioni deduciamo (2) 


19) _W)_TY)_ 
L(a') 1 (a) 1" (a) 


e quindi il teorema : I logaritmi di due numeri conservano in qualunque siste- 
ma il medesimo rapporto. 


zl (g), 


CAPO II. 


DELLA FORMAZIONE DELLE TAVOLE DEI LOGARITMI. 


8. Allorchè si sono determinati i logaritmi dei numeri in un qualche si- 
stema, diverranno agevolissimi tutti i calcoli numerici. Infatti per moltipli- 
care fra loro più numeri , basterà in tal caso sommare i loro logaritmi, e cer- 
care la somma fra i logaritmi ; il numero corrispondente a questa somma, sa- 
rà il prodotto cercato (6: 1.°). 

Per dividere poi due numeri, si toglierà il logaritmo del divisore dal 
logaritmo del dividendo , si cercherà il residuo fra i logaritmi, ed il numero 
corrispondente sarà il quoziente cercato (6: 2.9). 

Inoltre per elevare un numero ad una potenza qualunque, si moltipli- 
cherà il logaritmo del numero per lo esponente della potenza , e si cercherà il 
prodotto fra i logaritmi ; esso corrisponderà alla potenza richiesta (6: deh 

Da ultimo , per estrarre la radice da un numero qualunque , si dividerà 
il logaritus@iagli questo numero per l’ indice della radice, e si cercherà il quo- 
ziente fra i logaritmi ; il numero corrispondente sarà la radice cercata (6:4.°). 

9. Il più comodo sistema di logaritmi che si preferisce a tutti gli altri , 
e che per tal ragione si chiama volgare, è quello di Briggs (*) , in cui la base 


(*) Il più bel titolo che Errico Briggs celebre matematico inglese abbia alla gloria è quello di avere 
il primo scorta tutta Ja utilità della invenzione dei logaritmi di Nepero. Conabbe egli che i calcoli sa- 
rebbero riusciti molto più semplici, se invece di fur uso della base 2,7182818284... adottata da Nepero 
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a-=10. In un tal sistema di logaritmi si avrà dunque y=10*, e conseguen- 
temente i numeri crescenti in ragione decupla , cioé 


1,10,100, 1000, 10000, ec... . 
avranno per logaritmi la serie dei numeri naturali 
0, 1,3, d, 4 gas 


I logaritmi dei numeri che sono compresi fra 1 e 10, fra 10 e 100, fra 
100 e 1000, ec. sono stati prossimamente determinati mediante la successiva 
investigazione dei medii proporzionali (3: 5.°): in tal guisa sono state calco- 
late le tavole dei logaritmi volgari, quantunque si sieno ora trovati altri me- 
todi per mezzo dei quali ciò più agevolmente e più speditamente ancora si 
eseguisce, Per darne un esempio, proponiamoci di trovare il logaritmo del nu- 
mero 5. Questo numero essendo compreso fra 1 e 10, cerchiamo primiera- 
mente il medio geometrico fra questi due numeri , che sono i limiti più pros- 
simi allo stesso numero 5, dei quali si conoscono i logaritmi; avremo 
VIXI0=3,162277, il cui logaritmo sarà il medio aritmetico fra /(1) e /(10), 
sarà cioè 


1(1)+1(10) A 
=_= 0, 5000000. 
2 a 


Ora il numero 3, 162277 di non poco differisce da 5; adunque da capo fra 
esso e 10 cercando il medio geometrico, si otterrà Y3,162277Xx10—=5, 623413, 
il cui logaritmo sarà 


SERIO —i_ 0,7500000. 


Di nuovo fra i numeri 3,162277 e 5,623413 cerchiamo il medio geometrico; 
sarà V3,162277X5,625H3=4,216964, il cui logaritmo sarà 


1(3,162277)+-1(5,623413) PL: — 0,6250000. 
2 8 
Le medesime operazioni istituite sopra i numeri 4,216964 e. 5,623413, e 
sopra i loro logaritmi, daranno il medio geometrico 4,869674, ed il suo lo- 
garitmo 0,6875000. In tal guisa restringendo sempre più i limiti fra quali si 
contiene il 5, si giugnerà finalmente ad un numero , il quale non differendo 
dal 5 neppure per una milionesima parte della unità, il suo logaritmo si potrà 
prendere senza sensibile errore per il logaritmo del numero 5. Soggiungo ora 


si fosse preso per base il numero 10; conferita quindi la cosa con lo stesso Nepero, e ricevutane da lui 
ampia approvazione, lavorò con tanto ardore che in meno di sette anni calcolò trentamila logaritmi con 
quattordici cifre decimali ; lavoro quasi incredibile ove si abbia riguardo ai lunghissimi. metodi che in 
quel tempo unicamente si conoscevano per eseguire tali calcoli. Si consulti la sua Arithmetica logarithmi- 
ca (Oxford 1624 in folio ). Questa opera d'immensa fatica e che contiene i logaritmi dei numeri natu- 
rali da 1 a 20000, e da 90000 a 101000 con quattordici decimali, fu fatta pubblicare nuovamente a Gou- 


da nel 1628 con soli dieci decimali da Ulacq che vi aggiunse i logaritmi dei numeri naturali da 20001 a 
90000, 


12 
come in un quadro la intera serie delle operazioni tratta dall’ Eulero. ( Intro- 
ductio in analysim infinitorum: tom. 1. cap. 6). 


A= 1,000000; 2(4) =0,0000000 ; Sia 
B=10,000000; (8) =1,0000000; C — VaR 
C= 3,162277; IC) =0,5000000; D= VEC 
D= 5,623413; ID) =0,7500000; E=VTD 
E= 4,216964; I(E)=0,6250000: F— DE 
F = 4,869674; 1(F)=0,6875000; G= VDF 
G= 5,2329901; I(G) =0,7187500; H= VFG 
H= 5,048065; IH) =0,7031250; I = VFH 
I = 4,958069; 1(1) =0,6953125; X=V77 
K= 5,002865; !(X) =0,6992187; L= vIK 
L= 4,980416; I(L) =0,6972656; M= VEL 
M= 4,991627; IM)—0,6982421; N= VM 
N= 4,997242; I(N) =0,6987304; O= VEN 
0= 5,000052; 7(0) =0,6989745; P= vNO 
P= 4,998647; I(P) =0,6988525; Q= VO? 
Q= 4,999350; (0) =0,6989135; R=V00 
R= 4,999701; I(R) =0,6989440; S= VOR 
S= 4,999876; /(S) =0,6989592; T=YV05 
T= 4,999963; 17) =0,6989668; V= VO7 
V= 5,000008; /(V) =0,6989707; W=V77 
W— 4,999984; 1(W)=0,6989687; X=VW7 
X= 4,999997; I(X) =0,6989697; Y= V7X 
Y= 5,0079003; (Y) =0,6989702; Z=VXF 
Z= 5,000000; 7(Z) =0,6989700. 


10. L’esposto metodo, e qualunque altro si adoperi per trovare i logarit- 
mi dei numeri, non è d’uopo che si estenda a tutti i numeri , ma basterà pra- 
ticarlo con i soli numeri interi che si dicono primi. Infatti i logaritmi dei nu- 
meri interi che nascono dalla moltiplicazione di altri fra loro, si ottengono som- 
mando i logaritmi dei fattori. Così avendo trovato i logaritmi dei numeri de 
5 sarà (6:4.°3.9)/(15)—1(3) +1(5), 1(45)=/(9) +/(5) =/(3°) + 1(5)= 
= 21(3)+/(5). Determinati poi i logaritmi dei numeri interi facilmente si de- 
terminano i logaritmi delle frazioni sottraendo il logaritmo del denominatore 


2 ; 
dal logaritmo del numeratore, Così per esempio (5) = 12) —1(5); e poi- 
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: 10 A 2 
chè ! (2) =! 7 —I{10)—/(5)=1—0,6989700—=0,3010300, sr (3 — 


h) 
=0,3010300—0,6989700=—0,3979400. 
11. Abbiamo (7) 
I) _ 


Ti ( a)” l'(y) ia 


Per mezzo di questa equazione se per un sistema sono state formate le tavole 
logaritmiche, potranno con molta agevolezza formarsi le tavole logaritmiche di 
un qualunque altro sistema. Imperciocchè indicando con y un numero qua- 
lunque, se è conosciuto /(y) nel sistema della base a, e si vuol trovare /(y) in 
un altro sistema, di cui la base sia a', preso nelle tavole formate con la base a 
il logaritmo di a' , basterà per questo logaritmo dividere /(y); infatti dalla suc- 
cennata formola si rileva che il quoziente di questa divisione esprimerà l'(y). 
Se per esempio si prende a=10 e a'=2, poiché nel sistema volgare il logaritmo 
di 2 è 0,3010300, si avrà 
1(y 

ti n rina ir 

l (= 73010300 399219277 Uy). 
Adunque se i logaritmi volgari si moltiplicano per 3,3219277, i prodotti espri- 
meranno i logaritmi nel sistema della base 2. Questo fattore costante che tra- 
duce così tutti i logaritmi del sistema volgare nel sistema della base 2, è detto 
il modulo delle tavole costruite nel sistema della base 2 per rapporto a quelle 


s ì ; e 
già costruite nel sistema della base 10. In generale poi Si dice il modulo 
a 


delle tavole che si vogliono costruire nel sistema della base a’ dietro quelle già 
costruite nel sistema della base a. 


CAPO II. 


Li 
DELL'USO DELLE TAVOLE DEI LOGARITMI VOLGARI. 


12. Per ciò che si è dimostrato sopra (9) chiaro apparisce che nel sistema 
dei logaritmi volgari i numeri compresi fra 1 e10 hanno ilogaritmi >0e<i, 
hanno cioè i logaritmi espressi da un zero con alquante cifre decimali aggiun- 
te; inoltre che i logaritmi dei numeri fra 10 e 100 sono > 1 e <2, espressi 
perciò dalla unità seguita da più decimali ; e così appresso. Per esempio 

I3)=0,4771213; ((17)=1,2304489 ; I(123)=2,0899051 ; ec. 

Il numero intero che precede la frazione decimale, si chiama la caratle- 
ristica del logaritmo, la quale è sempre di tante unità quante cifre meno una 
sono nel numero al quale il logaritmo appartiene. Quindi dalla semplice ispe- 
zione di un dato numero intero , potrà assegnarsi la caratteristica del suo lo- 
garitmo ; e vicendevolmente dalla caratteristica di un dato logaritmo, si potrà 
subito conoscere di quante cifre intere debba comporsi il numero corrispon- 
dente. Per tal ragionesi suole dai più nel costruire le tavole dei logaritmi sop- 
primere la caratteristica e notare soltanto la parte decimale. 
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Ora dovendosi dire alcuna cosa intorno all’ uso delle tavole volgari, è ne- 
cessario averne fra le mani alcune a fine di ben comprenderlo. Le pregiatissi- 
me tavole di Callet, di Borda, e di Delambre sono le più usitate ; noi suppor- 
remo che si preferiscano le prime , quelle cioè di Callet. Si avverta però che 
noi non intendiamo qui di scendere a tulti quei minuti dettagli che possono 
agevolmente comprendersi leggendo la diffusa spiegazione fatta precedere dal- 
l’autore alle medesime tavole, ma di produrre solo alcuni punti con la teoria 
intimamente connessi , e meritevoli di essere particolarmente illustrati. 
13. E primieramente, essendo (6:1.° 2.03: 1.°) 
I(hx109)=/(A) +2(10)=I(M) +", 
1 sr) I(h)_M10—=/h)_n; 
sarà facile il comprendere che aumentando di n unità la caratteristica di (1), 
il numero corrispondente À si renderà 10" volte maggiore , e per lo contrario 
che diminuendo la caratteristica di /(4) di n unità, il numero A si renderà 10” vol- 
te minore. Adunque & logaritmi dei numeri che sono decupli gli uni degli altri 
hanno nel sistema volgare la stessa parte decimale. Quindì 


I 543600 )—5,7352794; 1(54360)=4,7352794 ; 
I 5436 )=3,7352794; 1(543,6)—=2,7352794; 
I( 54,36 )=1,7352794; 1(5,436)=0,7352794; 


I 0,5436 )=—1+0, 7352794 —— 0,2647206; 
I(0,05436 )=—2 4-0, 7352794 ——1,2647206; 
1(0,005436)=—3 + 0, 7352794 ——2,2647206. 


14. Si abbiano due numeri y e y-j.m ; la differenza dei loro logaritmi sa- 


“rà (6: 2.9) 
(44m) —/(y)=/ (2) =i € + 5) x 


Ora ! (145) si accosta a 1(1)=0 a misura chel decresce. Adunque ? lo- 
Y y 


garitmi di due numeri tanto meno differiscono fra loro, quanto più grandi so- 
no questi numeri e più vicini fra loro. ; 

E questa è la ragione per la quale quanto più grande è un numero, tan- 
to meno il suo logaritmo differisce da quello che lo segue nelle tavole. Così 
vediamo che i nove numeri contenuti fra 1 e 10 si dividono, quantunque non 
ugualmente una unità tra i loro logaritmi ; mentre i 90 nomeri che si com- 
prendono fra 10 e 100; i 900 che si contengono fra 100 e 1000; ec. si di- 
vidono pure fra loro una sola unità. 

Che anzi dalla semplice ispezione delle tavole, chiaro apparisce che la 
differenza fra i logaritmi non tarda a divenire piccola tanto da non influire 
che sulle due o tre ultime cifre decimali, ed a conservarsi la stessa per un 
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certo tratto delle medesime tavole. Per esempio , limitandosi, come nelle suc- 
cennate tavole di Callet , a sette cifre decimali , 79 è l’ eccesso di tutti i lo- 
garitmi dei numeri che sono compresi fra 54700 e 55300 circa. Nientedime- 
no la differenza non è costante, ed ove si facesse uso di un maggior numero 
di decimali , si vedrebbe essa continuamente variare. 

Ciò posto, sebbene sia falso l’ asserire che i numeri crescono proporzio- 
nalmente ai loro logaritmi , pure s'intende abbastanza potersi ciò supporre 
senza errore sensibile, almeno per i numeri che sono molto grandi e fra i li- 
miti di una piccola estensione. 

15. Da tutto quanto è detto finora (13. 14) si rileva il metodo che deve 
tenersi per trovare i logaritmi di quei numeri che non sono notati nelle tavo- 
le ; e vicendevolmente. Vogliasi per esempio il logaritmo di un numero che 
eccede i limiti delle tavole , come 5487343. Poiché le nostre tavole arrivano 
fino a 108000 solamente, nel numero proposto separando le due ultime ci- 
fre 43 con una virgola, si cercherà il logaritmo di 54873 che si troverà essere 
7393587, e non differire dal logaritmo di 54874 che di 79. Or siccome una 
unità di differenza tra i numeri corrisponde a 79 di differenza tra i logaritmi, 
si stabilirà questa proporzione : se la differenza 1 tra è numeri dà 79 di dif- 
ferenza tra i logaritmi, la differenza 0,43 tra i numeri quanta differenza è 
darà tra i logaritmi? e si otterrà 1: '79—=0,43:3=79X0,43=34 circa. È 
dunque 34 l’ eccesso del logaritmo di 54873,43 su quello di 54873; aggiun- 
gendo quindi 34 a quest’ ultimo, si ha 7393621 ; donde (13) 


1(34873,43)=4,7393621, e (5487343)=6,7393621 circa. 


Proponiamoci perun secondo esempio di trovarei! logaritmo di3,14159265 
che è il valore del rapporto del diametro alla circonferenza (388*). Il loga- 
ritmo di 31415 è 4971371, quello di 31416 è 4971509, e la differenza fra 
questi due logaritmi è 138 ; facendo quindi la proporzione 1:138=0,9265:d= 
=128 circa, e aggiungendo 128 al logaritmo di 31415, otterremo 


I(31415,9265)=4,4971499 , donde /(3,14159265)—=0,4971499 circa. 


Si domandi da ultimo il numero corrispondente al logaritmo 6,4637261. 
Facendo per poco astrazione dalla caratteristica , si cerchi nelle tavole il lo- 
garitmo prossimamente minore ; questo si troverà essere 4637139, al quale 
corrisponde il numero 29088. Notando in seguito la differenza 122 fra il lo- 
garitmo dato e il logaritmo trovato nelle tavole prossimamente minore , ed os- 
servando nello stesso tempo che in queste la differenza dei due logaritmi con- 
secutivi fra quali si contiene il logaritmo proposto è 149, si stabilirà la pro- 
porzione seguente : aumento di 149 parti decimali sul logaritmo corrispon- 
de all’ accrescimento di una semplice unità sul numero, Vl aumento di 122 parti 
decimali a quale accrescimento è del numero corrisponderà ? e si otterrà quin- 


122 | 
di 149:1=122:0= 156 =0,82 circa, per cui il numero corrispondente al 
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proposto logaritmo , avuto riguardo alla caratteristica 6, sarà 2908882 a un 
dipresso (*). 

16. Intervenendo spessissime volte nel calcolo logaritmico che si abbia a 
determinare il risultato dell’ addizione e della sottrazione di più logaritmi , si 
è pensato di far dipendere siffatta determinazione dalla sola addizione mediano - 
te i complementi aritmetici. 

Chiamasi complemento aritmetico di un logaritmo il residuo che si ottiene 
togliendo questo logaritmo da 10 unità intere. Così per esempio 


compl. 3,4725843=10—3,4725843=6,5274157, 
compl. 2,7325490=10—2,7325490=7,2674510. 


Quindi si deduce che per ottenere il complemento aritmetico di un logaritmo non 
bisogna far altro che sottrarre da 9 ciascuna delle sue cifre , cominciando dalla 
sinistra, tranne però la ultima cifra significativa la quale deve sottrarsi da 10. 

Ciò posto , suppongasi che voglia determinarsi il risultato numerico del- 
la seguente espressione 


IV L'LIIIIL 4 


la quale indica che più logaritmi debbono fra loro sommarsi e sottrarsi. Os- 
servando che siffatta espressione può essere rappresentata da 


L4-L"4-L" 4-(10-L)+-(10—L'")4-(10-L")_30, 


ossia da : 
L4-L''4-L” 4- compl.L' + compl.L'"' 4 compl IL°--30, 


si vedrà chiaro che si avrà il cercato risultamento, se fatta prima la somma 
dei logaritmi che nella data espressione sono affetti dal segno +, e dei com- 
plementi di quelli che sono affetti dal segno — , venga poi a togliersi da que- 
sta somma tante volte il numero 10, quanti sono i complementi presi. 

Sia per esempio da determinarsi per mezzo dei logaritmi il valore del 


numero 
__35X40X80X28 


— 50x37x63 
Dal detto sopra (6 : 1.° 2.°) si avrà 
I(N}=1(35)+440)+-1(80) 4-28) 50) —37)—2(63) ; 


(*) La quantità è che negli esempii addotti si è aggiunta al logaritmo o al numero prossimamente 
minore trovato immediatamente nelle tavole per farlo così corrispondere al numero o a logaritmo da- 
to dicesi parte proporzionale. Nelle tavole di Callet ed anche in molte altre, le parti proporzionali si 
trovano già calcolate ed è utile il servirsene in quasi tutti î casi. Volendo però una maggiore esattezza 
è da preferirsi il metodo da noi tenuto sopra, il quale può generalmente indicarsi con la seguente pro- 
posizione : a fine di ottenere la parte proporzionale nel caso che dato il numero si voglia trovare il suo 
logaritmo , deve moltiplicarsi la differenza delle tavole per le ultime cifre del numero proposto che non 
si trovano in esse , considerando queste cifre come decimali ; a fine poi di ottenere la parte proporzio- 
nale nel caso che dato il logaritmo si voglia trovare il numero corrispondente , deve dividersi l'eccesso 
del logaritmo dato sul prossimamente minore delle tuvole per la differenza dei due logaritmi consecu- 


tivi dî queste stesse tavole fra quali si comprende il logaritmo dato« 
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prendendo perciò i complementi dei logaritmi che debbono sottrarsi, e facen- 
do la seguente addizione 

1(35)=1,5440680 
I(40)==1,6020600 
180)=1,9030900 
((28)=1,4471580 

compl. 1(50)=8,3010300 
compl. 1(37)—8,4317983 
compl. 1(63)=8,2006595 
31,4298638 


sarà /(N)=31,4298638—30=1,4298638, e conseguentemente N=26,90691 
a un dipresso. 

17. L’ uso dei complementi aritmetici dà origine ad una specie di loga- 
ritmi che riesce assai comoda nella pratica. Si abbia a trovare il logaritmo di 


SRO 
5) Si avrà 
LI 
1 (Glemu 5)=1(7)+compl.1(15) 10, 
1(7) =0,8450980 
compl. 1(15)—8,8239087 
9,6690067. 
Sottraendo 10, si otterrà . . . — 0,3309933, 


ovvero ancora. . . . . . . . —1-4-0,6690067; 


e vuol dire che, dovendosi dalla somma del /(7) e del compl. /(15) sottrarre 
10, può ciò farsi in due modi diversi : cioè o sottraendo da 10 la somma, e 
prendendo il residuo col segno—, la qual cosa darebbe —0,3309933 ; o an- 
che sottraendo soltanto 10 dalla caratteristica 9, e facendo rimanere la stessa 
parte decimale , dal che si avrebbe —1+-0,6690067. A quest ultimo risul- 
tato si suole per convenzione dare la seguente forma —1.6690067, nella 
quale il punto posto in luogo della virgola indica che il logaritmo ha la carat- 
teristica negativa e la parte decimale positiva. 

Siffatta specie di logaritmi , che hanno la caratteristica negativa e la par- 
te decimale positiva, si ottiene pure quante volte si cerca il logarilmo di una 
frazione decimale : così per esempio si troverebbe 


594 
10° 

Volendo pertanto far uso di una tal sorta di logaritmi, farà d’ uopo at- 
tendere alle cose seguegti. 


1.° Allorchè si domanda il numero che corrisponde ad uno di questi lo- 
Vol. II. 


K0,00534)=! =I(534)—5=2,7275413—5=—3.7275413. 
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garitmi, la semplice addizione di un conveniente numero di unità alla carat- 
teristica ci somministrerà un mezzo sicuro per otténerlo. Propongasi per esem- 
io il logaritmo —3.4720563 ; aggiugnendo 7 unità alla caratteristica, si 
ha 4,4720563 , logaritmo interamente positivo , corrispondente al numero 
29652,16 ; dividendo quindi questo numero per 107—10000000, il quozien- 
te 0,002965216 sarà il numero corrispondente al logaritmo proposto, poichè 


(E) =10,002065210;=1,4720563—7=_3. 4720503. 


2.° Dovendosi moltiplicare il logaritmo—3.4720563 per un numero 
qualunque , 8 per esempio , si moltiplicherà per questo numero prima la par- 
te decimale 0,4720563 e poi la caratteristica —3, facendo infine la riduzio- 
ne dei due prodotti parziali nel modo indicato quì sotto Ù 
— 3.4720563 
8 


3,7764504 
—24 
— 21.7764504 
3.° Che se quel medesimo logaritmo dovesse dividersi per 8, si aggiu- 
gnerebbero alla caratteristica tante unità negative quante bastano a renderla 
divisibile per 8, si farebbe cioè prendere al logaritmo —3.4720563 la se- 
guente forma —8+-5,4720563 , dopo di che, eseguendo la divisione si ot- 
terrebbe per quoziente —1.6840070. 


CAPO IV. 


DI ALCUNE APPLICAZIONI DEI LOGARITMI AI CALCOLI DI ARITMETICA 
E DI ALGEBRA. 


18. Non dubitandosi essere di molta importanza lo esercitarsi nell’ uso 
dei logaritmi ho divisato meco stesso far cosa da riuscire di non piccol van- 
taggio agli studiosi il riunire in questo capo alcune applicazioni dei medesimi 
a parecchie operazioni aritmetiche ed algebriche. 

E perciò che riguarda le aritmetiche, lasciando da parte la moltiplicazione 
ela divisione, delle quali non pocosi è detto nel precedente capo, mi farò primie- 
ramente a dire alcuna cosa intorno alla formazione delle potenze. Propongasi per 
primo esempio di formare la quinta potenza del numero 29. Abbiamo (6:3.°) 


(295)=5/(29), 


e siccome . . . ... . + Î(29)=1,4623980; 

sarà quindi. . . . . . + 51(29)=7,3119900. 

Sottraendo 3 unità... . ... + 4,3119900 
1 4,3119868=1(20511). 

Diff è a. .».0 .0 sS .»0 è ,»$ 0. a o »° y 32 . 
SR jul pis 0,15 circa; 


Differenza delle tavole. . +... +++. 212] 212 
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laonde il logaritmo 4,4119900 corrispanderà al numero 20511,15 e conse- 
guentemente 7,3119900 sarà il logaritmo di 20511150 che non potrà diffe- 
rire dalla vera potenza quinta di 29 che di un numero compreso fra 1 e 10; 
ed infatti se con la continua moltiplicazione di 29 per se stesso si formi que- 
sta potenza , si troverà 29'—-20511149, che non differisce dal numero tro- 
vato che di una sola unità. 
Vogliasi in secondo luogo il valore della potenza 2°%. Abbiamo 
2(2)= 0,3010300 , 


e perciò . . . ..... 64 /(2)=19,2659200. 


Sottraendo 15 unità . . . . . +. + 4,2659200 
4,2659022—=1(18446). <; 
1 mele Ob scan ri Ve asia 17 : 
Differenza 178 FS 0% ra 


Differenza delle tavole . . . . . . -. . . 235] 235 

In tal guisa si ottiene a un dipresso 4,2659200—=/(18446,75). Per la qual co- 
sa il numero 18446750000000000000 sarà il cercato valore della potenza 2° 
differente dal vero valore di un numero che è compreso fra uno e dieci trilioni, 
lo che vuol dire non potersi le ultime tredici cifre a destra ottenere per mezzo 
delle tavole ; e quì si avverta che in esempii di tal fatta non deve aversi altro 
fine che quello soltanto di formarsi una idea della grandezza del numero, al 
qual fine con una prontezza veramente ammirabile ci condurrà sempre I uso 
dei logaritmi. 


2 3 
Debba infine trovarsi il valore della potenza G) »- Abbiamo 


facendo uso dei complementi non facendo uso dei complementi 
((2)== 0,3010300 1(2)= 0,3010300 
compl. ((3)== 9,5228788 ((3)= 0,4771212 
9,8239088 
2 i 2 
sarà perciò. . . :(5) ——1.8239088; (5) =—0,1760912; 
moltiplicando per... /. +... . ff __Hl 
8239088" 1760912 
8239088 1760912 
9,0629968 
—11 


st troverà . . ff (F)=_2.0020068 ;|{i (3) ——1,9370032 
Lu. 6 +6 


aggiugnendo . . 


si otlerrà . ..... + 4,0629968. 4,0629968. 
4,0629954—=1(11561). 

Differenza |... ssi A i 

Differenza delle tavole... ... 376 n= rr 
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Adunque il numero corrispondente al logarituro 4,0629968 sarà 11561,04 e 


per conseguenza 0,01156104esprimerà a un dipresso la potenza undecima di 3° 


19. Per ciò che si appartiene al modo di estrarre le radici dai numeri , 
propongasi in primo luogo di estrarre la radice settima da 1162049. Si ha 
(6: 4.9) 


sci $ 
1(V/1162049)=- 11162049). 


1 (11620)—4,0652061 | Diff. delle tavole 374 


1(11620,49)—1(11620)= 183 | Diff. del numero 0,49 

1(11620,49)—4,0652244 3366 

Adunque..... Î(1162049)=6,0652244 1496 
1 162049) —0,8664606 183,26 

aggiugnendo 4. ........ 4,8664606 

Pi a 

Differenza . LL... 19 . 

Differenza delle tavole ............. 2 na 0392 SRO 

adunque .....e. ceci 4,8664606—=/(73529,32) 

Copiare . .0,8664606=/(7, 352932)=/(V1162049); 


donde si deduce mia, 352932 a un dipresso, 


II 


Si domandi in secondo luogo di calcolare E Si ha 


(4/2) =1( (19127) 


1(13)=1,1139433 
compl. 1(27)—=8,5686363 


EL 1.6825796=—114-10,6825796 


(5 — 4,9711436; 
11 


aggiugnendo TERA RI +5 


4,9711436 
4, "9711413=I(93571). 


Diferonita, x niro diete ae 23 | 23 
a 49 circa; 
Differenza delle tavole ........ PRE V| 


seta ibicatià 
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e perciò si avrà 4,9711436 = (93571,49), e quindi —1.9711436 = 


II 


= 1(0,9357149). Per la qual cosa sarà a un dipresso N E=0,9357149. 
20. Passo alle applicazioni dei logaritmi ad alcune operazioni di Alge- 
bra. E primieramente soggiungo i seguenti esempii : 
hrk"N i 
1 ( ml) +14) DI. 
2,0 I(RR)=A((A+A)(A-1))=IM+E) +). 
ErZIa 1 
de VF=F)=3 2(h4-k)+ 3 Uk). 
tb 3 15 
4.0 UPyh IUMH = 11). 


5oi(V (ey) =T1@-M= "I(h=B+ - IQ+IU46)= 


n n 
Lt, ; {Ch 2 _ hkN— 
U(bhk)+ > ((h+h}- 1k)= 


= m n 
n n a, n at 
= UARH) + = IIEA- VID) + SILVI). 


op (VETEN_4! 1 pos 
6. (TO = 5 1(h+k)+ 1h) —21h+h= 


1 3 
# I(h-k)— 5 Ih4-k). 


b'ky'i 1 - PRIANO. 1 
7,5 :( — =) 2 3IA)-+(M +3) MTFO)-510)= 
gViVvBp 2 3 4 2 


8 to. 1 
= IMHM- 7 -L—5 1) 


. 21. Si dicono quantità esponenziali quelle potenze che hanno l' esponente 
variabile. Varie sono le specie delle quantità esponenziali ,, come 


«E: 4 Tr 
x 1 ah ail si 
by ,y ,Y ec. 


secondo che è variabile il solo esponente , o anche la quantità elevata , o P e- 
sponente medesimo è una quantità esponenziale. Ora dai logaritmi dipende la 
risoluzione di quelle equazioni, le quali perchè hanno luogo per un qualche 
particolare valore incognito di una quantità variabile x, che contengono nel- 
l'esponente, sono dette equazioni esponenziali. Eccone alquanti esempii : 
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1.° Se ud la equazione c*=-b , prendendo i logaritmi, sarà «/(c)= 
1 i 
==I{(b), donde PERLA e quì possiamo servirci di un qualunque sistema di lo- 


{(c) 


garitmi , poiché il rapporto 3 ha in tutti i sistemi lo stesso valore (7). 
{C 


2.0 Se fosse data la equazione k" =c, si avrebbe primieramente h"/(k)= 
=I(c), e prendendo di nuovo i logaritmi, 2/()+2(((4))=1(1(c)), e quin- 


di (*) 
(O 
1(t()) 104) _ NA 


e _" 


IM = 1 


tz 


(*) Dovendosi per mezzo dei logaritmi calcolare qualche formola la quale contiene un logaritmo , 
è mestieri attendere a quanto quì soggiungo tratto quasi a verbo dall’ opuscoletto che ha per titolo 
Regole pratiche per calcolare co' logaritmi composto dal Chiarissimo Professore D. Fedele Amante per 
uso degli alunni della settima classe del Real Collegio Militare. SERIO: 

Se la formola, dice egli al f. 6, da calcolarsi comprendesse qualche logaritmo, per eseguire il 
calcolo converrebbe prendere nelle tavole i logaritmi dei logaritmi. Questa operazione non offre alcu» 
na difficoltà, quando il numero di cui deve prendersi il doppio logaritmo è un intero. Ma se è una fra- 
zione, nel prenderne il primo logaritmo , bisogna seguire nn andamento diverso da quello che si usa 
comunemente, Poichè i logaritmi che si adoperano per calcolare una formola semplice, non sono che 
un istrumento per ottenere più prontamente il valore che si cerca , € si può dar loro quell’ aspetto che 
ineglio conviene alla speditezza del valcolo; ma in una formola che contiene qualche logaritmo , questo 
forma parte integrante del valore che si cerca, ed è il soggetto, e non l’istrumento del calcolo, per 
cui deve essere considerato nella effettiva sua quantità. Ora i logaritmi delle frazioni , come si rappre- 
sentano comunemente nelle tavole, non sono che i complementi aritmetici dei veri logaritmi col segno 


mutato. Così nel prendere il logaritmo di usi fa 
5 
Î = (5)—46)=-0,6989700—0,7781512 , 
6 
e non potendo eseguirsi la sottrazione , si suppone aggiunta al primo logaritmo la caratter 


9 SS . . . 
ottiene (i 0,9208188. Questo dunque non è che l’ effettivo logaritmo aumentato di 10, 


vero logaritmo di > sarà 9,9208188—10=—0,0791812, il quale poteva ottenersi direltamente cse- 


istica 10, © Sì 


per cui il 


guendo la riduzione algebrica della espressione 
4(5)—46)}=20,6989700—0,77815 12-=— 00791812. 


9 o 
Quest ultimo logaritmo è quelio che dovrà adoperarsi , nel caso che debba prendersi il 1i(3)}. Cos 
5. \ 
volendo calcolare la espressione 25 (5) , si opererà come segue : 


1(5) = 0,6989700 
compl.1(6) = 9,2214488 


1 5) 
6 
5 5 
log. vero di A 0,0791812. + + H()}= 8,8986221 — 
ùÙ 
L{a5) = 1,5979100 


5 
ipo(3)}= 0,2965621— 
23/9 
251(=) =—1,979550 


inario, perchè quì serve solo 
Tr -—0,0791812, e si € 


Il 


9,9208188 


dove è da notarsi , che il logaritao di 0,0791812 sì è preso nel modo ord 
7 2 pari dl 0079104 i 
per istrumento di calcolo, a fine di ottenere il valore del prodotto di 25 pe ; 
seritto il segno — dopo di esso come semplice ricordu del segno che affetta il numero corrisponden- 
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sca 01 RE CINEIO 
3.° Proponendosi la equazione 73750 da cui si voglia ricavare il valore 
incognito della x, presi i logaritmi, siavrà 7(c-—{(A)=—(e—1) (9), e perciò 
1(h)_ (c) 
azil4 ———T. 
1(9) . 
4.° Abbiasi ancora a risolvere la equazione 100 10. Presi i loga- 
ritmi nel sistema volgare, si avrà x/(101)—2x=1, e conseguentemente 
1 
“7 1101)—2 — 0,0043214 
5.° Essendo la incognita nella equazione 
Ah +4 Bhe" 4 Chi, ....=T, 
questa si scriverà come segue 
h°(A4-BI"4 Ch'4 . . . )=T, 
dopo di che si otterrà agevolmente 
ps LM_MA+ Bh + CE...) 
ta I(h) 
6.° Finalmente proposta la equazione b': = e f**, si avrà primiera- 
/ 
mente (Ca BIOL (0) + (e—4)1(f), e quindi per trovare il valore 


di x rimarrà a risolversi la seguente equazione di secondo grado 


(mie) +2(/))e2—(al(6)4+42(f) ) e +4 (720. 


22. Risolviamo ora il seguente problema. La popolazione di una città 


= 231 a un dipresso. 


aumenta ogni anno di 30: quanti abitanti vi saranno alla fine di un secolo, 


essendo 100000 12 loro numero attuale ? 
Facciamo n=100000 ; alla fine del primo anno la popolazione sarà 


1 31 - 2 di 
sc 5; n=—-n=n';dopo il secondo anno sarà n > wa 7 ( i) n= 


30 30° 30° \30/ 
— qll . . è i sà 31 li SINÎ 
=n"; dopo il terzo si troverà uguale a # +30° Sala n; cc. In 


tal guisa alla fine di 100 anni il numero & degli abitanti si troverà essere 
S1 100 
«= GF) 2654850 , 


. 35 
te. Che se avesse voluto conoscersi la effettiva quantità del logaritmo di (3) s per calcolare per 
i 5 i ; 
esempio la formola 251 {(3) Ì , il medesimo dovendo appartenere ad un numero negativo, sarebbe 


stato immaginario (3: 4.°). y 
Questa nota è interessante pel calcolo delle formole di Trigonometria , come a suo luogo sì vedrà. 
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come lo dimostra il seguente calcolo : 
1(31)=1,4913616 
compl. 1(30)=8,5228788 


Ì A 0,0142404 
30 


moltiplicando per... ... 10: 100 


100 (5 — 1,4240400 
1(n=5,0000000 
Ix)}=6, 240400 


Sottraendo due unità.. ..... 4,4240400 
4,4240318=1(26548). 


Differenza. ............ AI 82 82 — 0,50 
Differenza delle tavole ........ , 0164 | 1647" 


Adunque il logaritmo 4,4240400 corrisponde al numero 26548,50 , e per 
conseguenza il logaritmo di x, cioè 6,4240400 corrisponderà al numero 
2654850. 


In generale poi se l'aumento annuo della popolazione si supponga=-, si 
; 


troverà come sopra che il numero primitivo n degli abitanti dopo g anni di- 


viene 
Lo) 
IZ È 
r 


In questa equazione potendo prendersi ad arbitrio per incognita una delle 
quattro quantità x, n, r, 9 essendo date le altre tre, si troverà 
U2)In)+g(1+7)-0)), 
Un)=He}—g((1+1}10) 
ne a) In) ; ps x) In) 
Fatal? Nr 47° 


CAPO V. 


DEI PROBLEMI DIPENDENTI DALLE PROPORZIONI. 


23. Sono stato di avviso che tornasse a pregio dell’ opera il trattare ora 
della soluzione di quei problemi che dipendono dalla teoria delle proporzioni: 
il che sebbene non ha dubbio sarebbe caduto in acconcio in altro luogo , pur 
nulladimeno, per lo applicarsi assai di leggieri il calcolo dei logaritmi alle re- 
gole con cui siffatti problemi risolvonsi, ho voluto piuttosto venirlo facendo 
qui stesso dove la dottrina dei logaritmi sembra essere stata pienamente {rat- 


25 
tata. Ciò premesso, facciamoci ad accennare l’una dopo l’altra le diverse spe- 
cie dei succennati problemi. 

Allorchè i diversi elementi di un problema possono formare una propor- 
zione, nella quale la incognita occupi l’ultimo posto, un calcolo semplicissimo 
ci farà venire in cognizione del valore di questa incognita , ed il problema co- 
stituirà ciò che dagli aritmetici si appella regola del tre. Per esempio , 30 ope- 
rai hanno fatto 40 palmi di lavoro , 21 operai quanti ne faranno nello stesso 
tempo? Supponendo per poco che le condizioni di questo problema sieno tali 
da potere dar luogo alla proporzione 30: 21=-40: x, indicando con « il nu- 
40.21 
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Volendosi adunque risolvere per mezzo della regola del tre un problema, 
è d’ uopo assicurarsi prima se la soluzione si può far dipendere da una pro- 
porzione , dopo di che altro non rimarrà che collocare i numeri contenuti nel 
problema nei posti che loro convengono nella proporzione. 

Si conosce che la soluzione del problema dipende da una proporzione, 
quante volte l’ enunciato di esso è formato di due periodi che hanno i seguenti 
requisiti: 1.° che i termini del primo periodo sieno omogenei rispettivamente 
a quelli del secondo ; 2.° che i due termini omogenei possano moltiplicarsi o 
dividersi per uno stesso numero senza punto alterare la soluzione del proble- 
ma. Così nel problema proposto sopra , 30 operai e 21 operai sono omogenci, 
e di questi due numeri potrebbe evidentemente prendersi il doppio , il triplo, 
ec. senza che perciò si venisse a mutare in nulla il valore della incognita. In- 
fatti se si dicesse, 60 operai hanno fatto 40 palmi di lavoro, 42 operai quanti 
ne faranno nello stesso tempo? questo problema senza alcun dubbio avrebbe 
la stessa soluzione del primo. Al contrario, poichè il tempo che una pietra 
impiega a cadere non è doppio allorchè è doppia l’ altezza, c poichè una bot- 
te non impiega a vuotarsi un tempo triplo allorchè tripla è la sua capacità , 
chiaro apparisce non potere siffatti elementi far parte di un problema, di cui 
la risoluzione dipenda da una proporzione. 

Dopo di avere riconosciuto la soluzione di un problema dipendere da una 
proporzione , altro non rimane che assegnare a ciascun termine il posto ch: 
in quella conviene che occupi. Facendo al termine incognito ed all’omogeneo 
di questo occupare il quarto ed il terzo posto della proporzione , la natura del 
problema farà sempre conoscere quale dei due termini omogenei che riman- 
gono debba occupare il primo, e quale il secondo posto. Così nel problema 
precedente avendo scritto 40: x, si vedrà chiaro che dei due numeri 30 e 21, 
i quali restano a collocarsi, 30 deve essere il primo e 21 il secondo; infatu 
dalla natura del problema #<40, perchè nello stesso tempo 21 operai fanno 
minor lavoro di 30 operai, ed in una proporzione gli antecedenti debbono es- 
sere o tutti e due maggiori o tutti e due minori dei rispettivi conseguenti. 

24. A fine di potere vie maggiormente comprendere quanto è detto fino- 
ra soggiungo due altri problemi. 

A Un lavoro è stato eseguito în 5 giorni da 57 operai, quanti giorni im- 

‘ol, II. 4 


mero incognito di palmi, si dedurrà a= 28. 
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piegheranno 19 operai a fare il medesimo lavoro ? Il problema dipende eviden- 
temente da una proporzione , perchè i due termini omogenei 57 operai e 19 
operai potrebbero moltiplicarsi pel medesimo numero senza punto alterare la 
soluzione. Ciò posto, il secondo rapporto della proporzione essendo 5: x, il 
primo sarà 19: 07; infatti deve essere x > 5, giacchè per compire il mede- 
simo lavoro 19 operai impiegano più giorni che 57 operai. Adanque avremo 
0.57 


19: 57=5: = UNE 45 giorni, 


; : Spi sal 
2.° Per fare un abito sono abbisognati 9 palmi di un panno largo palmi 33 S 
quanti palmi abbisogneranno per fare un abito simile di un panno largo pal- 
mi 2 o Quantunque in questo problema tutti e quattro 1 termini esprimano 


palmi, si riconosce però agevolmente che due esprimono lunghezze , e gli altri 
larghezze. Il termine omogeneo alla incognita essendo 9 palmi, il secondo 
rapporto della proporzione sarà 9: . Ora per fare il medesimo abito si ri- 
chiede minore lunghezza allorchè il panno è più largo, per conseguenza €5- 


E ha 
sendo 3 5 >2j: sarà x>9, e perciò 


3.1 7. 1. 
27? dI X nu 11 crea. 

25. Ma quantunque un tal ragionamento riesca mai sempre agevole , può 
esso nondimeno evitarsi. Fa d’uopo perciò , rammentarsi della distinzione che 
ha luogo fra le due specie di rapporti, diretto cioè che è formato da due 
numeri che crescono o decrescono insieme , e l'inverso nel quale un numero 
cresce a misura che l’altro decresce (242*). Imperocchè quando i termini di 
un problema sono in rapporto diretto , facendo che nell’ enunciato gli omoge- 
nei si presentino con lo stesso ordine nei due periodi, essi potranno conser- 
vare nella proporzione gli stessi posti che nell’ enunciato. Per esempio, nel 
problema del numero 23, i 30 operai ed i 40 palmi di lavoro essendo in rap- 
porto diretto, poichè quanto maggiore è il numero degli operai tanto è mag- 
giore il lavoro che essi nello stesso tempo fanno, e nell’enunciato i termini 
omogenei presentandosi col medesimo ordine nei due periodi, si scriverà 


30:40—=21:. 


Che se i termini di un problema sono in rapporto inverso, e nell’ enuncia- 
to gli omogenei si presentano con lo stesso ordine nei due periodi , essi dovran- 
no nella proporzione procedere in un senso opposto, in guisa che l’ ultimo dei 
numeri enunciati occupi in questa il primo posto, il penultimo il secondo , ec., 
restando sempre la incognita nel quarto posto. Ci servano di esempio i proble- 
mi del numero precedente : nel primo i 5 giorni ed i 57 operai sono in rap- 
porto inverso, perchè crescendo il numero degli operai, quello dei giorni de- 
crescerà; ed è perciò che si è ottenuta la proporzione 19:57= 5:x. Nel secon- 
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do la lunghezza del panno è eziandio in rapporto inverso con la sua larghez- 
za, perocchè quanto è più largo il panno, tanto minor lunghezza se ne richie- 
derà per fare lo stesso abito ; collocando perciò nel quarto posto della propor- 
zione la incognita ; si è dovuto assegnare il primo al termine enunciato in lerzo 
luogo , il secondo al secondo, ed il terzo al primo. 

26. Ecco alcuni altri esempii per esercizio. 

1.°Un uomo ha fatto un viaggio in 8 giorni camminando 7 ore per giorno; 
quanti giorni avrebbe esso impiegato camminando 10 ore per giorno ? Cammi- 
nando più ore per giorno si richiede evidentemente un minor numero di gior- 
nì per lo stesso viaggio , per conseguenza la incognita si troverà con la pro- 


porzione 
7.8 3 
10:7=8: a-—=d.. 
10 5 
2.° Un magazzino di viveri è stato consumato da 6 squadroni di soldati în 
27 giorni; 9 squadroni in quanti giorni l'avrebbero consumato? La regola è 
inversa, perciò si avrà 
6.27 
9: 27—=6: 2-7 = 18. 


3.° Una vasca è empita da una fontana in sei ore , da un'altra in ore 5 i 


2, A 
e da una terza finalmente in ore 4 3 in quanto tempo sarà empata da queste 


tre fontane versanti tutte insieme? Cerchiamo primieramente qual porzione la 
prima fontana n’empie in una ora. Per lo che diremo : se in 6 ore si empie 
la intera vasca, in 4 ora qual porzione sc n’ empirà? e chiamando 1 la capaci- 


tà della vasca si otterrà 6:1=1:x=-. In somigliante guisa si vedrà che in 
1 ora la seconda fontana empie zz della vasca, e la terza n’empie Tri Laonde 


le tre fontane versando insieme empiranno in una ora una porzione della 
Li Lada RR (I 

vasca =- + — -L —=-. Posto ciò , si dirà : se si empiono 7 della vasca 
6a is 7 i A 

in 4 ora, la vasca f in quanto tempo sì empirà? e si avrà 


Il 


‘At: a==! ora e —. 


4 


4.° Se 9 operai lavorando 8 ore per giorno, hanno impiegato 24 giorni a 
scavare un fosso lungo 65 palmi, largo 13, e profondo 5; a 71 operai della 
medesima forza dei primi che lavorassero 11 ore per giorno, quanti giorni sa- 
rebbero necessari per iscavare un fosso lungo 327 palmi, largo 18, e profon- 
do "7? Questo problema in apparenza assai complicato, si risolve eziandio con 
la regola del tre. Infatti , se ad eccezione del numero dei giorni e del numero 


28 
degli uomini , il rimanente fosse lo stesso nei due casi enunciati, si avreb- 
be 71:24=9: x, donde si ricaverebbe 


24.9 
71 
pel cercato numero di giorni. Ma i primi operai non lavorano che 8 ore per 


giorno, mentre i secondi lavorano per 11 ore; a questi dunque sarà neces- 


| e lau dc 24.9 i 
sario un minor numero di giorni, e quindi avremo 11 5 Nidi da cui 


concluderemo il numero dei giorni necessarii a 74 operai che lavorano 11 ore 
per giorno per iscavare un fosso lungo, largo , e profondo quanto il primo , 
essere 


24.9.8 
e= ——. 
71.11 


Ma i fossi essendo di lunghezze disuguali, farà d’ uopo impiegare tanti giorni 
di più quanto il secondo è più lungo del primo, e conseguentemente otterre- 


mo 65:327= mil 
71 operai che lavorano 11 ore per giorno a fine di scavare un fosso lungo 327 
palmi, ma largo e profondo come il primo, essere 

__ 24.9.8.327 

71.11.65" 


Avendo ora riguardo alle larghezze disuguali dei due fossi, si avrà 13:18= 
24.9.8.327 ii PRE al : ch 
= TTT: i cui il numero dei giorni necess e 
TI 11.65 P g essarii a 71 operai € 
lavorano 41 ore per giorno per iscavare un fosso lungo 327 palmi, largo 18, 
e profondo quanto il primo sarà 


:%, dondesi dedarrà il numero dei giorni necessari a 


24.9.8.327.18 
71.11.65.13 


Finalmente, le profondità dei due fossi essendo ancora differenti, si porrà 
24.9.8.327.18 
‘11.11.65.13 
rai che lavorano 11 ore per giorno a fine di scavare un fosso lungo 327 pal- 
mi, largo 18, e profondo 7, supposto che 9 operai lavorando 8 ore per gior- 
no impiegano 24 giorni a scavarne uno lungo 65 palmi, largo 13, e pro- 

fondo 5, dovrà essere 


: a, e quindi il numero dei giorni necessarii a 74 ope- 


di = 


__24.9.8.327.18.7 
*Z"71.11,63.13.5 ’ 


che calcolato con i logaritmi si troverà a un dipresso uguale a giorni 21 3 
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27. La regola del tre si dice semplice allorchè dati tre termini si domanda 
il quarto; si dice poi composta quando datine cinque, sette, nove, ec. si cerca 
il sesto, l’ ottavo, il decimo, ec. Il problema risoluto in ultimo luogo presenta 
un esempio della regola del tre composta. In questa dunque i dati termini deb- 
bono a due a due essere omogenei, ed uno non omogeneo ad altro che alla 
incognita. Per conoscere poi il valore della incognita sì prenderanno due qua- 
lunque dei dati omogenei, e con questi e col termine omogeneo alla incognita si 
stabilirà una semplice regola del tre diretta 0 anche inversa, secondo che lo esige 
la natura del problema ridotto a questi soli tre termini. Quindi prendendo due 
altri dati omogenei, si stabilirà un’ altra semplice regola del tre con questi e col 
risultato precedentemente ottenuto. Ciò che si otterrà per mezzo di questa ultima 
operazione sarà la quantità cercata, ove i termini dati sieno cinque solamente. 
Che se sono sette, si proseguirà istituendo una terza regola con è due dati ri- 
manenti e col risultamento ottenuto dalla regola precedente: ciò che risulta sarà 
la cercata quantità. In simil guisa dovrà continuarsi ad operare qualora è ter- 
mini dati sieno nove, undici, ec. 

28. Quella operazione di cui l'oggetto è quello di dividere il guadagno o 
la perdita di un’ associazione fra tutti gl’interessati proporzionalmente alla 
messa di ciascuno, è ciò che si chiama regola di compagnia o di società. Questa 
regola non è che un’ applicazione della regola del tre; perocchè la messa di 
ciascuno associato deve avere con la sua parte del guadagno o della perdita quel 
rapporto medesimo che la messa totale ha al guadagno o alla perdita totale. 
Si tratta dunque di fare tante regole del tre quanti associati vi sono. Un solo 
esempio sarà bastevole a far comprendere in qual maniera è d’uopo che si operi. 

Tre negozianti hanno fatto un fondo di 120000 ducati, con cui ne hanno 
guadagnato 24000. Quanto deve toccare al primo, la cui messa è di 20000 du- 
cati; quanto al secondo la cui messa é di 40000 ducati; e quanto al terzo la 
cui messa è di ducati 60000? Indicando con x, , x., x:, le parti domandate , 
avremo le tre seguenti proporzioni 


120000 : 24000=20000 : x, , 
120000 : 24000=40000 : x, , 
120000 : 24000—60000 : ©;; 


donde concluderemo, effettuando i calcoli, 
x,=4000, x,=8000, x:==12000. 


La somma di questi guadagni parziali dovendo agguagliare il guadagno tota- 
le, basterà sommarli per restare in tal guisa convinti della esattezza dei cal- 
coli precedentemente istituiti. 

Se in generale rappresentiamo con m, m', m'' le messe rispettive dei tre 
negozianti , e con g il guadagno totale , i rispettivi guadagni parziali x; , @,, 
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x; si dedurranno dalle seguenti proporzioni 

mg 
mm 4m" 5 

m'g 
mm! +!” i 
RARI SI 

TA mim +ni! 

29. Abbiamo supposto in ciò che precede che i fondi messi in comune 
vengano impiegati per lo stesso tempo; ma questo non è che il caso più sem- 
plice della regola di compagnia. Le associazioni commerciali possono presen- 
tare un gran numero di circostanze particolari, e spesse fiate la divisione del 
guadagno totale porterebbe a calcoli complicatissimi, ove si esigesse una ri- 
gorosa matematica soluzione. Noi peraltro non ci tratterremo che nello esame 
del seguente caso che suole essere il più comune. 

Tre negozianti hanno posto in società è fondi m, m', m' l'uno per il tem- 
po t, l’altro per il tempo V', ed il terzo per il tempo V': il guadagno comune è 
stato g; qual sarà la porzione dovuta a ciascuno? Questa porzione deve in 
questo caso essere proporzionale non solo alla corrispondente messa impiega- 
ta, ma eziandio alla durata dell'impiego ; essa perciò starà in ragion compo- 
sta della messa pel tempo, o come il prodotto di questo per quella. Adunque 
chiamando x, , 2., x: i guadagni parziali, otterremo 


mmm: m =gia= 


mim +m':m=gia= 


. 


mmm" è 


cita, Lamiiomt im, 
donde 
Ci opa tomi i mim mi’ 
2,1 Cp meme, 
ii Cipataam e mq +e". 
Ma c1+x.--x=9. Adunque 
gmt 
“= mil 4m! 1" : 
gt 
Wa: Tn 
mikm' 0! 4-m!"" 
gm! ; 
 mibntqm/1" ; 
vale a dire /a somma totale delle messe moltiplicata ciascuna pel tempo, nel 
quale è stata impiegata sta al guadagno totale , come le messe particolari di cia- 
scuno associato moltiplicate pel tempo corrispondente stanno alla parte di que- 
sto associato. Questa regola è evidentemente la stessa , qualunque sia il nu- 
mero degl’ interessati. ; 
Per farne un'applicazione risolviamo il seguente problema : sono stat? 
guadagnati 5642 ducati in 25 mesi da una società di tre negozianti , dei quali 
il primo ha somministrato 2436 ducati , il secondo 3542, ed il terzo 4848. 


d3 
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Ma il secondo solo ha fatto lavorare è suoi fondi per tutti i 25 mesi, quelli del 
primo non hanno lavorato che per lo spazio di 15 mesi, e quelli del terzo non 
hanno lavorato che per è soli 7 ultimi mes dell’ associazione: si tratta di de- 
terminare il guadagno di ciascuno associato. Moltiplicando ciascuna messa per 
il suo tempo, troveremo 


q.,mo. 0... 2436x15=36540, 
gdo... . 3542x25—88550, 
uo LL. + 4848x 7=33936, 


e la somma di questi prodotti essendo 159026, avremo le tre proporzioni 
159026 : 5642—=36540 : 2, , 
159020 : 5642—88550 : x,, 


159026 : 5642—=33936 : @., 
donde ricaveremo 
xe,=1296, x,=3142, x:—1204. 

30. Per mezzo delle proporzioni si risolvono eziandio i problemi d° înte- 
resse o di frutto. L'oggetto di siffatti problemi è quello di rinvenire la som- 
ma dovuta pel denaro prestato sotto certe condizioni. L'’ interesse si stipula 
in due diverse guise : o cioè indicando il frutto che è reso dalla somma di 100 
ducati , lo che si esprime colle parole tanto per cento, 5 per cento per esem- 
pio, e si scrive 5 per 0/0; o anche fissando la somma che deve rendere 1 
ducato di frutto, in modo che dicendosi la somma essere stata impiegata al 
denaro 20, voglia significarsi che 20 ducati rendono 1 ducato. 

La relazione che ha luogo fra questi due modi di stipulare il frutto si 
trova con una proporzione. Cosi il denaro 20 equivale al 5 per 0/0, poichè 
se si stabilisce la seguente regola del tre: 20 ducati rendono 1 ducato, 100 
ducati qual frutto renderanno? si troverà 5 pel quarto termine. Parimenti il 
denaro 25 equivale al 4 per 0/0 , il denaro 2 al 50 per 0/0, ec. 

Per trovare il frutto di 54000 ducati al 5 per 0/0 l'anno , si stabilisce 
la seguente regola del tre : se 100 ducati fruttano 5,54000 quanto frutteran- 
5Xx 54000 


100 

Spesso si cerca il frutto per un numero di giorni invece di cercarlo per 
un anno, Nel commercio l’anno si suppone di 360 giorni, lo che rende i cal- 
coli molto semplici; infat& per trovare il frutto di 54000 ducati al 5 per 0/0 
l’anno, per 210 giorni , si stabilirà quest’ altra regola del tre : se 360 giorni 
danno 2700 ducati, 210 giorni quanto daranno ? ed il quarto termine sarà il 
frutto cercato. Riunendo pertanto in una proporzione composta le due semplici 


100: 5=54000 : 2700, 
360: 2700—=210: 2, 


no? il quarto termine =2700 ducati sarà il frutto cercato. 


avremo 
360x100: 5=210x54000: x, 


32 
e quindi Hzaii 
x 
=1579. 
36000 
Dal che si rileva in generale che per trovare il frutto di un capitale qualun- 
que ; farà d’ uopo moltiplicare prima questo capitale pel numero dei giorni e pel 
tanto per cento, e poscia dividere il prodotto per 36000. In tal guisa , chia- 
mando C il capitale, ed è il tanto per cento l’anno; l’ interesse o il frutto 2 
che si produrrà in g giorni , si dedurrà calcolando la seguente formola 
Cig 
a= 
36000 
31. Supponiamo ora che invece di ritirare ogni anno il frutto , si lascia 
che il capitale si accresca dei frutti scaduti. In siffatta supposizione, se sì 
chiama r il numero dei ducati che rendono 1 ducato in un mese o in un an- 


’ 


xe=54000x 


ù : £ ' . € 
no, dopo un tal tempo il capitale € si troverà aumentato di 7° ed uguale 


C 
C'=C+ (È =(Cq, 
r 


1+4r 1 
ponendo per brevità se =1+ ria 


perciò a 


Ma questo nuovo capitale €’ impiegato nel mese o nell’anno seguente, per 
la medesima ragione diventerà C'q o Cg”, e così successivamente si avrà Cg', 
Cg', . . < ., per cui dopo £ volte la unità di tempo, il capitale accumulato 


con i frutti scaduti sarà 
r 


Questa equazione dà uno dei quattro numeri C, t,%, ed r ovvero 9g, 
conoscendo gli altri tre. Se si vuole che l’ interesse sia stipulato ad ? per 0/0, 


100 
siccome r : 1=100 : è, si avrà r= —, e quindi g=14+-0,01x<. 
i 


Per esempio , un uomo destina una somma di 10000 ducali per pagare 
un fondo di 12000 ducati ; a tale oggetto mette il suo capitale a frutto a ra- 
gione del 5 per 0/0 l anno, aggiugnendovi ogni anno gl’ interessi scaduti; si 


2 
domanda în quanto tempo otterrà il suo intento. Essendo i=5, r=20,g9= 5 
si avrà 
21\° 21N° 
9 = pe = —- 
12000=10000((5) , ovvero 6 (5) 
donde (21) 


__ 6-5) _ 0,0791812 
— 1(21)—/(20) 0,0211893 
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Calcolando questo valore di £ per mezzo dei logaritmi, otterremo primiera- 
mente 
I0=40,0791812)—/(0,0211893)—=—1,10137794-1,6738831—0 35725035 , 
e quindi 
t=3,73684...=3 anni e circa 9 mesi, 


32. Si debbono n ducati a condizione di dover pagare per ogni anno il 6 
per 0/0 d’ interesse ; s’ intende peraltro pagare în ciascun anno una tal somma 
x di ducati che st possa dopo tanni estinguere il debito. Si cerca x. Passato il 


10 106 
primo anno si dovrebbe 100°: poichè 100: 106—=n: 700 n: ma si paga x; 


adunque si dovrà 


106 
NT 
100 
Passato il secondo anno, poichè 100: 106 = DI i Ara 
100 100\100 °° 


lovrebb 106N? 106 . i l 
vi dl e = ne -- LC} h ao Q A ovrà 
si dovre 100 100 xi ma si paga 2; adanquesi dovrà 


106 106, 
(700) *— 100 © 
Nella stessa maniera si dimostrerebbe dopo il terzo anno doversi pagare 
106 106\? 106 
CI - (5) I 00 79 


dopo il quarto 
106N#  ZI06\" ZI0OGN® 106 
(70) n— (7a) (70 2 pg e 
e dopo il {°° anno 
106 106N"' 106 106 106 
(F0)" — (100) eni (Ga) _ “(i n) 100° 


Ma per condizione del problema al finire dell’anno 0° deve il debito essere 


estinto ; sarà dunque 
106 106 106 
"+ (Goo) E + (7a) + + 300 i }=0 


106N‘ 106 
(o "a 100 


ovvero, prendendo la sonima della progressione geometrica chiusa nelle pa- 
rentesi del secondo termine, 


tooyi_,__\100/_,, 
Go TT dp 9 


Vol. IL, u 
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donde 


(\Yx=={ -— ____ =0,06Xn-X7ToT 
(i 106 106N_, se 106N_, 
100/ 100 

La quantità x sichiama dagli Aritmetici annualità, col qual nome inten- 
dono essi d’indicare generalmente la rendita di un capitale calcolato in guisa 
che pagando ogni anno una somma fissa x composta degl’interessi scaduti e di 
un acconto sul capitale , questo vada così diminuendo di anno in anno, e di- 
venga nullo dopo un tempo determinato. 


Se si domandasse la somma che bisogna pagare annualmente per resti- 
tnire in 10 anni un imprestito di 4000 ducati con i suoi fratti al 6 per 0/0, 


106 106N‘ 
100 ) 100 100 
-1}n 


bisognerebbe porre n==4000, c (==10, per cui la somma cercata sarebbe 
106N?° 106N”° 
100) ZAR 10) 
e=0,06x 4000 -——_ = 77x77: 


106N !° i “i 10GN?° i 
100) 100/ 

106 109 106 10 
caleolando(177) per mezzo dei logaritmi, si troverà (100) =1:70988, 
e quindi 
Ta 240x1,790848 

“——  0,790848 


Eseguendo il resto del calcolo direttamente o anche per mezzo dei logaritmi , 
si troverà infine 0=543 ducati e 47 grana. Questa è dunque la somma che 
annualmente bisogha pagare per 10 anni a fine di dimettere un imprestito di 
4000 ducati fruttifero al 6 per 0/0. 


x 106 
33. Se nella formola (1) si pone To = l essa diventerà 
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k—1° 
da cui agevolmente si ricavano le due altre 
a(k1 
ue ted. 
k'(k—1) | 
8) a) Uh 1a) 
I(k} 
delle quali la (3) dà il numero degli anni necessarii ad estinguere un debito , 
conoscendo questo debito , il frutto, el’ annualità che vuol pagarsi; e la (2) 
serve a determinare il debito conoscendo il frutto; l’annualità ed il numero 


(1)e=(k—1) n 
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degli anni necessarii ad estinguerlo intieramente. Applicheremo ora le succen- 
nate formole ai due seguenti esempii. 

1.0 Si domanda qual somma bisogna dare per acquistare un’ annualità di 
500 ducati per 12 anni al frutto del 4 per 0/0. In questo caso si ha a=500 


4 26 . 
i=12, e == 23” , adunque la formola (2) darà 


E FAGNGZA796 NE TTT AGE 


DE sp ni 


Calcolando il valore di (E ) per mezzo dei logaritmi, esso si troverà uguale 
5 


ad 1,6010352, per cui si otterrà 


25x 500 x0,601032 : 
e ——_ e =4692 ducat grana. 
n 1601032 46 ucati e 53 grana 


In tal guisa, fissato il frutto al 4 per 0/0, farà d’ uopo dare 4692 ducati e 
grana 53 a fine di ricevere per 12 anni un’ annualità di 500 docati. 

2.° Si domanda îl numero degli anni pei quali si dovrà pagare un’annualità 
di 500 ducati a fine di estinguere un debito di 4692 ducati e grana 53, essenito 


26. 
il frutto al 4 per 0/0. Abbiamo a—=500, n—24692,53, e k= — 55} 3 donde a — 


—(k1)n=312,2988. Cercando dunque nelle tavole i logaritmi di questi 
numeri , la formola (3) darà 


2,6989700—2,4945703 _ 0,2043997 _ 


— 1,4149733—1,3979400 — 0,0170333 — 


34. Allorchè una somma non è dovuta che in una epoca ancora lontana, 
e se ne ottiene subito il pagamento , il frutto che si paga per quest” anticipata 
riscossione , dicesi sconto. Avendosi per esempio a riscuotere fra 7 mesi una 


1 

somma di 10000 ducati, fissando il frutto di essa a gp 0/0 il mese, per 
ottenerla subito bisognerà toglierne 175 ducati; poiché si ha la proporzione 

1 1 
100: 7 =10000 : 19025), e7x25=179. 

In generale diano C il capitale, dl’ interesse di 100 ducati il mese, £ 
; Cti Li 
il numero dei mesi, sarà 100° sconto da togliersi dal capitale €,C (1 6) 


100 
la somma da pagarsi attualmente pel capitale € esigibile fra ( mesi. Siflalta 
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guisa di operare dicesi prendere lo sconto in fuori : essa è la più usata, quan- 
tunque si prenda il frutto del capitale C e non si paghi effettivamente che 


cla la 
(1-77 


Per lo sconto in dentro si toglie soltanto il frutto della somma che effetti- 
vamente si paga. Così nello esempio addotto sopra ogni mese si dovrà togliere 


1 : ; 7 

3 di ducato per 100 ducati; adanque dopo 7 mesi 100 ducati e 7 faranno ridotti 
4 i ‘4 < 
a 100 ducati, e quindi bisoguerà stabilire la seguente proporzione: se 101 i 


ducati si riducono a 100 ducati, 10000 ducati a che si ridurranno? e si ot- 
terrà pel quarto termine 98284", 01. 
In generale per lo sconto in dentro dovendosi 100+-ti ridurre a 100, il 
100€ 
1004? 

35. Abbiansi due masse talmente disposte di oro e di argento che ciascuna 
libbra della prima massa contenga m parti di oro ed n di argento, e ciascuna 
libbra della seconda massa contenga m' parti di oro ed n' di argento ; quante 
parti per ciascuna libbra di ogni massa dovranno prendersi perché st abbia una 
nuova massa contenente per ciascuna libbra m!' parti di oro , ed n°" di argen- 
to? Sia x il numero delle parti che debbono prendersi dalla prima massa, ed y 
il numero di quelle che debbono prendersi dalla seconda : in x si conterranno 
anse parli di oro ed ne di argento , in y poi si conterranno m'y parti di oro 
ed n'y di argento ; poiché 


capitale € si ridurrà a 


i:mex:ma,i:n=x:na, 
id:m=yi:m'y, Ad: ny: n'y. 
Adunque 
me4+m'y=m"', neyn'y=n", 
donde si dedurranno 


min'm' a mi'n—mn!” 
Kd= — —— 71 y= : 


min mn! i mn'nma! 


Supponendo per esempio m=10, n=2, m'=4, ni=8, m'z9, n'=3, si 
avranno 


La 


=? 210 =? 
ax — once gra — once, 
6 v) Y 6 


36. Daremo termine al presente capitolo esponendo le regole di falsa po- 
sizione. Sia ar=b la equazione che tra loro unisce i diversi elementi di un 
problema : se alla incognita « si dà un valore s ad arbitrio , assoggettando un 
tal valore a soddisfare alle condizioni del problema, non sarà che un mero 
caso se sì troverà as=b, Generalmente parlando si avrà as=c : dividendo pe- 
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5 Se ? su € 
ro membro a membro le due equazioni ax=b, as=c, si trova - = ns per 


bs . . x 
cui si ha c:b=s:x= —. Donde si fa chiaro che #/ risultato che si ottiene sta a 
c 


quello che si deve ottenere come il numero supposto sta alla incognita. In siffatta 
proporzione si contiene la regola di semplice falsa posizione. 

Applichiamo questa regola ai seguenti problemi. 1.° S7 cerca un numero 
di cui la metà , îl quarto , ed il quinto sommati insieme diano 456. Supponia- 
mo che questo numero sia 200 ; la sua metà è 100, 50 la quarta parte, e 40 
la quinta, e questi numeri sommati insieme danno 190. Non è dunque 200 
il numero cercato : per conseguenza si stabilirà la seguente proporzione 

190 : 456=200 : x, donde a—=480. 

2.9 Si cerca il tempo necessario per empire una vasca per mezzo di quattro 
cannelle , la prima delle quali la empirebbe in 2 ore, la seconda in 3, la terza 
in 5, e la quarta în 6. Si supponga che faccia bisogno di una sola ora; la pri- 
ma cannella empirà in questa ora la metà della vasca , la seconda n° empirà 
il terzo , la terza il quinto , ela quarta il sesto : e siccome in tal guisa si trova 


Lat, d 6. : sv 
5 +3 5 +35 invece di 1 , così si commette un errore supponendo che 
la vasca possa empirsi in una ora, e perciò si stabilirà la proporzione 

6 5 

= i. 2, 

5 5 


donde si rileverà il vero tempo a= 2 di ora —=50". 


37. Se la equazione del problema sia della forma più generale ax Pb= 
=a/x+b', prendendo due numeri s, s' ad arbitrio, ec sperimentando su di 
questi le condizioni del problema , suppongasi che si trovino gli errori e, e', 
che cioè il primo risultamento sia dal vero differente di e, e l° altro di e'. A- 
vremo le due equazioni 


as+b=a's4-b'4e, as'4b=za's' +b' ie , 
dalle quali sottraendo la proposta si otterranno le due altre 


a(s—a)=a (2), ala), 


donde 
(a-a)(sta)=e, (a_a)(s—2)=0, 
e quindi 
SL € i : est—e's. 
-——. =; da cui rileverassia= —5 
sa e ee 


si otterrà cioè il valore della incognita moltiplicando il primo errore per la se- 
conda supposizione e vicendevolmente , sottraendo l’ uno dall’ altro è prodotti, e 
dividendo la differenza per la differenza degli errori. Consiste in questo la 
regola di doppia falsa posizione. 


38 
Nel problema secondo del numero precedente, la supposizione di e—=1 ora 
ha dato il risultato Pi perciò l'errore è di 5 Se si suppone x= gdiora, 
si ha 5 per risultato, e — 5 di errore. Adunque il tempo vero x necessario 


perchè la vasca si empia , sarà il quoziente della divisione di — + == -— per 
41 2 10 5 10 


scad p 
Sua 5” 10° sarà cioè È di ora uguale a — di ora ovvero uguale a 50". 
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FINE DEI LOGARITMI. 


LIBRO QUINTO 
IBIGONORAT2TA 


CAPO LI. 


DELLE LINEE TRIGONOMETRICHE IN GENERALE, 


38. Dati tre dei sei clementi che si considerano in un qualsivoglia triango- 
lo, è tre lati cioè ed 1 tre angoli, determinare gli altri tre. La soluzione di que- 
sto problema è ciò che forma l’ obbietto proprio della Trigonometria. Una tal 
soluzione poi riesce sempre mai possibile per i triangoli sferici, ma per i trian- 
goli rettilinei vuolsi eccettuare il caso, in cui sieno dati i soli tre angoli del 
triangolo; imperocchè è noto dalla Geometria che la lunghezza assoluta dei 
lati sì rimarrebbe allora indeterminata, e soltanto per ciò che sarà dimostrato 
in seguito risulterebbero cogniti i loro rapporti. 

Le nozioni elementari della Geometria sarebbero pure sufficienti per po- 
ter costruire un triangolo rettilineo o sferico allorchè fossero dati tre dei suoi 
clementi; ma i metodi grafici, dei quali solo bisognerebbe allora far uso, quan- 
tunque esatti in teoria, non darebbero in pratica che un’approssimazione scar- 
sa di molto originata dalla imperfezione degli stromenti che in essi si adope- 
rano. Per lo che la Trigonometria battendo tutt'altro sentiero , si propone di 
determinare la espressione analitica di ciascun elemento incognito dipendente» 
mente dagli elementi dati, e di dedurne quindi in numeri il valore. 

39. A fine di risolvere i triangoli la Trigonometria fa uso di alcune lince, 
le quali si dicono trigonometriche, e che si chiamano ancora funzioni degli 
archi di cerchio o degli angoli aventi per misura questi stessi archi. Queste 
linec sono : seno, tangente, secante, seno verso, coseno, cotangente, cosccante, co- 
seno verso, delle quali tutte fa d’uopo che si espongano qui la natura e le pro- 
prietà. 

40. Si abbia il cerchio ABA'B' ( fig.1.°), nel cui centro GC s'intersecano 
ad angoli retti i diametri AA‘, BB'; dalla estremità A del diametro AA nella 
periferia del cerchio si prenda un arco qualunque AK; dall’altra estremità K 
di questo arco si abbassinole due perpendicolari KP, KQ sopra i diametri AA’, 
BB'; per la medesima estremità K dal centro C si conduca la retta indefinita 
CKG; e finalmente dai punti A, B si conducano le tangenti TT’, DD', le quali 
incontreranno la indefinita CKG in E e G. La retta KP(=0C) dicesi seno, AE 
tangente, CE secante , AP seno verso, KQE=PC) coseno, BG cotangente, CG co- 
secante, BQ coseno verso dell'arco AK o deli’ angolo ACK. Ponendo |’ arco 
Ak=-a, tutte queste funzioni sogliono indicarsi più brevemente così 


sena, tanga, seca, sen. ©. Ad, 
cosa, cota, coseca, cos. V. d. 


41. Soggiungo ora le definizioni generali delle lince trigonometriche. 
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Il seno di un arco è la perpendicolare che da una delle estremità dell’ar- 


co si abbassa sul diametro che passa perl’ altra estremità. 
La tangente di un arco è quella parte di tangente indefinita condotta per 


una delle estremità dell'arco compresa fra i due raggi che si conducono per 


l'una e per l’altra estremità dell’ arco stesso. 
La secante di un arco è il raggio condotto per una delle estremità del- 


l'arco, e prolungato fino ad incontrare la tangente che si conduce per l’ altra 


estremità, 
Iì seno verso di un arco è quella parte di diametro che è compresa fra 


una estremità dell’arco ed il piede del seno. 
Il coseno di un arco è la perpendicolare che da una delle estremità del- 


l’arco si abbassa sul diametro perpendicolare a quello che passa per l’altra 


estremità. 
La cotangente di un arco è quella parte di tangente indefinita condotta 


alla circonferenza del cerchio per il punto distante di 90°da una delle estre- 
mità dell'arco compresa fra i due raggi che si conducono per quel punto e per 


l’altra estremità del medesimo arco. 
La cosecante di un arco è il raggio condotto per una delle estremità del- 


arco e prolungato fino ad incontrare la tangente che si conduce alla circon- 
ferenza per il punto distante di 90° dall'altra estremità. 

Il coseno verso di un arco è quella parte di diametro che è compresa 
fra il punto distante di 90° da una delle estremità dell'arco ed il piede del 
coseno. 

42. Da siffatte definizioni si comprenderà agevolmente 
1.° Che per l'arco a=AK'” 


sen a=K!""P!"—=QC, tang a=AE", sec a =CE", sen.v.a AP", 
cosa=K'"Q =P""C, cot a=BG",coscca=CG" , cos. v.a=B0. 


2.° Che per l'arco a=AK'” 
sen a=K"P!"—Q" C, lang a=AE, sec a =CE, sen.v.azAP"” , 
cos a=K”"Q"=P""C, cot a=BG, cosec a=CG, cos.v.a=B0". 


3.° Che per l'arco a-AK” 
sena=K"" P —Q"C, tang azAE", sec a=CE", sen.v.a=AP, 
cos a=K""Q"=PC, cot a =BG", cosec a=CG", cos.v.a=BQ". 


43. Supponendo adunque che una estremità dell’ arco rimanga fissa in A 
e che l’altra percorra tutta intera la circonferenza, i seni si debbono sempre ri- 
ferire al diametro AA', i coseni al diametro BB”, le tangenti debbono pren- 
dersi in TT cominciando dal punto A, le secanti e cosecanti dal centro € nel 
diametro mobile che passa pel termine dell'arco, i seni versi nel diametro AA' 
dal punto A, le cotangenti in DD' dal punto B, ed i coseni versi nel diametro 
BB' val punto B. 

Quindi 1.° il seno, la tangente, e la secante cresceranno dal punto A al 
punto B, e dal punto A‘ al punto B' : decresceranno dal punto B al punto A', 


41 
e dal punto B' al punto A. Nei punti A, A' sen=0, tang=0, sec==raggio ; in 
B, B' sen=raggio, tang=% , sec= 0, perchè TT‘ e CK diventano parallele. 
2.° Il coseno, la cotangente, e la cosecante decresceranno dal punto A al 
punto B, e dal punto A'al punto B': cresceranno dal punto Bal punto A‘, e 
dal punto B' al punto A. Nei punti A, A' cos=raggio, cot=% , cosee=» ; in 
B, B' cos=0, cot=0, cosec=raggio. 

3.° Il seno verso cresce per tutta la semicirconferenza superiore ABA'; 
decresce per tutta la inferiore A'B'A. In A sen. v.=0, in B, B' sen.v.=raggio, 
in A'sen.v.=diametro. 

4.°Il coseno verso cresce per tutta la semicirconferenza BA/B': decresce 
per tutta la B'AB. In A, A' cos.v.=raggio, in Bcos.v.=0 , in B' cos.v.=dia- 
metro. 

44. Se si hanno per positivi o affetti dal segno + quegli archi che si per- 
corrono da A verso AKBec. per negativi o affetti dal segno — quelli che si 
percorrono in senso opposto da A verso AK”"B'ec : se inoltre si hanno per 
positive le linee trigonometriche appartenenti agli archi positivi minori del 
quadrante; dalla posizione che le medesime hanno per rapporto ai diametri 
AA', BB', agevolmente si comprendera 

4.° Che le tangenti ed i seni sono positivi o negativi, secondo che si ritro- 
vano sopra o sotto il diametro AA”. 

2.° Che le cotangenti ed i coseni sono positivi o negativi, secondo che si 
ritrovano a destra o a sinistra per rapporto al diametro BB'. 

3.° Che le secanti e cosecanti sono positive se hanno la medesima dire- 
zione del raggio che passa pel termine dell’ arco; negative se hanno la dire- 
zione contraria. 

4.° Chei seni versi e coseni versi sono sempre positivi; poichè quelli si 
dirigono tutti da A verso A/, e questi da B verso B'. 

Si consideri la seguente tavola nella quale solo fa d’uopo avvertire la let- 
tera  dinotare il raggio del cerchio. 


Arco Sen. |Tang.| Sec. | Sen.v. | Cos. | Cot. | Cosec. | Cos.v. 


A 0° 0d a 360°) 0 0 + R 0 +R|+%| + 
Da 0°finoa 90°] +| + | + | + +|+|+ 
a 90° / ARI +% [+0 4+R 0 0 (|H4+R 
Da 90° fino a 180° | + | — | — | + — | -{ + 
a180| 0) 0 |—R|+28R/—Rl-x/+% 
Da 180° fino a 2700| — + —_ + MA di; 
a2700|—R|+e | 0] +R 0 0 | —R|/+2£ 
Da 270°finoa 3600] — | — { +1 +|+f{-{|{—- | + 


Vol. Il. 6 


+T4o4t 
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45. Ritenendo il punto A per principio degli archi, ognuno senza veru- 
na difficoltà intende che i termini dei due archi a e —d, qualunque sia il va- 
lore di a, coincidono con le estremità di una corda la quale ad angoli retti 
vien secata in due parti uguali dal diametro AA'. Così se si suppone a=AK, 
e — a=AK”", si vede chiaro che i termini K, K” di questi archi sono altre- 
sì i termini della corda KK?” secata dal diametro AA' in parti uguali nel 
punto P e ad angoli retti. Sarà dunque (44: 1.9) KP ==sen a, K"" P=—sen—a, 
e perciò sen am—sen_a4, € quindi 


SON =-—S€N A. 


‘ È FI > = " % 
Essendo inolire QK=CP=0Q"K”7", e QK==cosa, Q"K""=cos-a, si avrà 
ancora 
cos—a==c08 dl. 


Con facili ragionamenti , che volentieri tralascio a fine che i giovani abbiano 
così in che potere esercitare il loro ingegno, si dimostreranno pure le formo- 
le seguenti 
tang—a=——lang a, sec—a=seC a, 
sen. —a==sen.0.0, 
cot—a=-=—C0£ &, cosec—i==—-C05€C 4, 
cos.v.—a==008.0.4-+2 sen a. 


46. Chiamasi complemento di un angolo o di un arco ciò che rimane to- 
gliendo questo angolo o questo arco dall'angolo retto o da 90°. Così un an- 
solo di 25° 40° 27" ha per complemento 6/° 19' 33”. In generale adunque 
i complemento di un angolo o di un arco qualunque a sarà 90°—a; donde si 
scorge essere negativo il complemento di un angolo 0 di un arco maggiore del 
quadrante. In questo caso il complemento preso positivamente esprimerebbe la 
quantità che farebbe d'uopo sottrarre dall'angolo o dall'arco dato perchè si 
ottenesse un resto uguale a 90°. 

I due angoli acuti di un triangolo rettangolo valgono insieme un angolo 
retto : essi adunque sono complementi l’ uno dell’ altro. 

Dicesi supplemento di un angolo o di un arco ciò che rimane sottraendo 
questo angolo 0 questo arco da due angoli retti o da 180°. Così , a essendo un 
angolo o un arco qualunque, 180°—a sarà il suo supplemento. 

In un triangolo rettilineo qualunque un angolo è il supplemento della 
somma degli altri due , poichè tutti e tre presi insieme valgono due retti. 

Gli angoli dei triangoli sì rettilinei che sferici , ed i lati di questi ultimi 
hanno i supplementi tutti positivi , perocchè sono essi sempre minori di 180°. 

47. Ossia che l'arco a è positivo, ossia che è negativo, poichè a=19°— 
—(45°—a), 90°—a=43°+(45°—a), le estremità di ambedue gli archi a e 
90°—a equidisteranno sempre dal termine R dell’ arco AR=45°. Queste estre- 
mita dunque coincideranno con le estremità di una corda, per esempio K'K", 
che è secata in due parti uguali e ad angoli retti dal diametro RR'. È chiaro 
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poi che ove una di siffatte estremità sia situata a destra o a sinistra rispetto al 
diametro BB! sarà l’altra situata sopra ovvero sotto il diametro AA’, Adunque 
sen(90°—a) e cosa come pure cos(90° — a) e sen a saranno o entrambi positivi o 


entrambi negativi (44: 1.°2.°). Laonde avendosi BK/=ART, A'R'=P'K7, 
sarà (271*) 

sen(90°—a)=cos a, cos(90°.—a)=sen a. 
Il seno cioè cd il coseno di un arco qualunque agguagliano il coseno ed il seno 


del complemento dell’arco. 
Ragionando nella medesima guisa sl dimostrerà agevolmente essere 


tang(90°—a}=cot a, cot(90°—a)=tung a, 
sec(90°—a)=cosec a, cosec(90°—a)==seec a, 
sen.v.(90°—a)=zc08.0.0, c0s8.v.(90°—a)=sen.v.a. 

48. Queste equazioni hanno luogo qualunque sia l’ arco a; se dunque si 
sostituisca ad a V arco —(90°—a), si avranno (45. 47) 


sen[180°—a’=cos—(90°—a=cos90°—a=sen a, 


cos 180°—a=sen—(90°—a)=—sen(90°—az==—c08 a, 
tang(1800—a)}=cot —(90°—a)=—cot(90°—a)=—tany a, 
col(180°— a=ziang—(90° — =— tang(90°—a):=—cot a, 

sec(180°—a)==zcosee —(90°—a;=— cosec(90°—a)=—sec a , 


cosec(180°—a)=sce—(90°—a)=sec(90°—a:=cosee a, 
sen.o.(180°—a)=c0s. v.—(90°—a)=c05.0.(90°—a}+2 sen(90°—a)= 
sen.v.a +2 cos a, 
cos.v.(180"—a=zsen.v. —(90°—a=sen.0.(90°—a)=zc05.0.1. 


CAPO LIL 


DI ALCUNE DELLE PRINCIPALI RELAZIONE CHE HANNO LUOGO 
FRA LE LINEE TRIGONOMETRICHE. 
49. I triangoli rettangoli CPK, GAE sono evidentemente simili (301*), 
e perciò AE: AU=PK : PU, CE: CK=CA : CP ; ossia, ritenendo la lettera a 
per dinotare l'arco AK, e la lettera £ per esprimere il raggio del cerchio , 


i Rsena R° 
tang a== , sca (1) 
cos il cos a 


Parimente, essendo simili i triangoli rettangoli COK, CBG, si avranno le se- 
guenti proporzioni BG : BO=0K : QC, CG : CK=0B : CO; donde 
n È DE 
Rceosa R h ‘) 


coluz— — 2-00, COSCe azz <——— * 
sen da tanga sen a 
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50. Dai succennati triangoli rettangoli CPK, CAE , CBG ricaviamo inol- 
tre (343*) (CK)°=(CP)" 4+-(PK)?, ( (CE) P=(CA) P+(AE), (CG)°=(CB) +(BG); 
e quindi 
R°=cosa4-sen°a, 
secca=R°4-tanga= = ni () 
cosec'a=R° 4-cota= 


sen’a 


54. Dalla seconda di queste tre ultime equazioni si ha cosa= 
R° 


cosa tanga 
——————-; sostituendo un tal valore nella equazione sena= ——_— 
 VIERI \tang* a 


R 
che si ricava immediatamente dalla prima delle (t), si otterrà 


Rtang a (en) 
VR*+iang'a da : 


2 


sena== 


Dippiù dalla ultima delle (t') sen a= 


VR Fcora 
sen a cota 


cos a= ———-j donde 
R 2 


; e dalla prima delle (e) 


Rcot a 


i miri ron a. IV . 
cosa= iron (117) 


Finalmente sostituendo nella prima delle (t) una volta il valore del sen a, 
ed un’altra quello del cosa dedotti dalla prima delle ((), si troverà 


tanga= RVK°—costa ___Rena — } (e 
cos a VA°—sen"a 
52. Poichè PA=CA—CP, QB=CB—COQ , sarà 
sen.v.a=lf—c0s 4, (1) 
cos.v.a=li—sen a. ) 


Ora se in {tutte le esposte equazioni si supponga il raggio R=1 , se cioè 
tutte le funzioni trigonometriche si esprimano in parti del raggio ; si avranno 


sen a cos a 
1) tanga=-—— ,(2) cotaz—— 
(1) J ul sen a” 

1 41 
3) secaz ——, (4) cosec az —— 
(83) cosa’ 7 (4) i 


sen a 
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(5) 1=2c0s°a-4sen’a, 


1 
6 “a=1 A-tang°a= 
(6)  sec'a=i-|tang a a 


1 
(7) cosec'a=zi4cot’a= —-, 


send 
tang a 
8) sna=———== 
( ) Vi+ tang*a : 
cota 
9 cosazz —7TTTZZ2 
( ) (V£I Tua 


Vi—cos'a send 
10) ta — ner e— 
( ) dida cos a Vi-sen'a ; 
sen.v.azi—C0$ 4 
(11) {—cosa, 
(12) cos.v.a=i—sena. 


53. Dati i seni ed i coseni di due archi qualunque a , db, determinare è se- 
ni ed i coseni della somma e della differenza di questi archi. 

Rappresenti AC ( fig. 2.°) il raggio =R. Pongasi l'arco AK=a, e l’ ar- 
co KK'=b; sarà l’arco AKK'=a+-b. Dai punti K, K' si abbassino sul raggio 
AC le perpendicolari KP, K'P!; dal punto K' si abbassi K'P' perpendicolare 
sul raggio KG; e finalmente per il punto P' si conducano P‘Q perpendicolare, 
e P'Q' parallela ad AG. Si avranno KP=sen a, CP=cosa, R'b'a=sen db, CP'= 
==c0s db , come pure 

K'P'=senfa+-b)—K'Q'+0' P"=K'0'+P"Q, 
CP —cos(a +0) =C Q —P"O=C 0 —Q'P.. 


Ora i triangoli simili KCP , P'CQ danno le proporzioni 
CK : CP'=KP: P'Q, CK: CP'=CP: CQ, 
ossia 
b 
R: cosb=zsena: P'O= = "n ’ 


cos a cos 
= 
Anche i triangoli K'P'Q', KCP, che hanno i lati rispettivamente perpendico- 
lari sono simili (355*), e danno le proporzioni 
CK: K'P!'=CP : K'Q', CK: K'P'=KP : Q'P', 


R: cosb=cosa:CO= 


ossia 
cosa sen b 
R:senb=cosa: K'Q'= a: 


sena send 


R:senb=ssena: Q'P'= R 
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Adunque sostituendo , risulteranno (*) 


cosa sen b4-s b 
male en du en a cos i 


cosa cos b—sena sen b 
cosa +b)= R . 


In queste equazioni poi ponendo —b in luogo di è, ove si avverta essere (45) 
sen—b=—sen bd, cos—b=cos db, avremo 


(1721) 


sena cos b—cosa senb 


loci 
sen'a—b)= R ’ 
(1112) 
| _ cosacosb4sena sen b 
cos$adb= ——_—_ * 


R 


Le formole (e), (177) risolvono evidentemente il problema enunciato in 
principio ; ed esse, fatto il raggio R=1, possono più brevemente rappresen- 
tarsi come segue 


(13) senf(a+-0)=sen a cos b+-cos a sen db, 
(14) cos(a+b)=cos a cos bsen a sen db. 


{*) Potrebbe cader dubbio sulla generalità di siffatta dimostrazione; la figura infatti, della quale si è 
fatto uso, suppone gli archi a e 6 come ancora a+-5 minori di 90°. Ma riesce agevole il dimostrare primie- 


ramente le formole (1715) aver luogo altresì nel caso in cui, essendo gli archi @ e è minori di 90°, la som- 

ma a+-b ne sia maggiore. Imperocchè in questa supposizione il punto P" cadrebbe sul proiungamento 

del raggio AC ed il solo cambiamento che dovrebbe introdursi nella dimostrazione sarebbe quello di 

prendere CP'=—cos(a+0).Ma cadendo il punto P" sul prolungamento di AC, si ha cP_QP'—C0= 
cos a cos b—sen a sen bd 


R 


Si supponga ora che le formole (#77) abbiano luogo per tutti i valori di @ e d minori dei limiti «e $, 
io dico che esse avranno luogo eziandio quando questi limiti sieno g0°+e e è. Conciosiachè si ha (47.45): 
sen(90°+.4+-b)zzc0s(A+b),cos(y0°+-A+b}=—sen( 4 +0). 
Ma quante volte 4 e è non eccedono ilimiti « e $ 
cos.Acos b—senAsenb 


=—-(C0—-QT7"). Adunque anche quì sarà cosia+b}=0Q-QP= 


costd4+b) = R ’ 
Ania cosAsen Perini 5 . 
Adunque in questa supposizione medesima sarà 
cos cos b—sen A sen b 
sen (90°4-4+-5) = E ; 
cosÀ sen b+-sen A cos b 
cos(g0° + A+b)=— i e 


Pongasi pertanto 90°-+.4=4; poichè 

sen(go°+A)z=c0s 4, e cos(go'+A4)=—send, 
sì avrà conseguentemente 
cossdezsen a, e sen A2—cos a. 


; 3 ; ; ia : II "i 
Sostituendo questi valori nelle precedenti equazioni, risulteranno di nuovo le formole (#17).Dal che ma- 
nifestamente deducesi che ove queste abbiano luogo nei limitiacZe, Bb <$, avranno luogo altresì nei 


Limiti a<90°+2, B<#. Ora per la ragione medesima 1l limite 3 di 6 può essere avanzato di 90°, e quin- 
di quello di @, e eosì in seguito all’infinito, Adunque le formole delle quali è parola hanno luogo qualun- 
que sia la grandezza degli archi a c è. 
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54. Da queste ultime equazioni ricaviamo 


sen(at-b) sen a cos b-t-eosa sen b 

costatb) cosa cos bEsena sen Db 
Dividendo il numeratore ed il denominatore del secondo membro prima per 
cos a cosb, e poi per sena send, ed avvertendo essere (32 : (1, (2) ) il seno 
diviso pel coseno uguale alla tangente , come pure il coseno diviso pel seno 
uguale alla cotangente, avremo 
tang at-tang b cot bA-cot a 


15) tangiatb=- = 
(15) tangia tb 1-Fitang a tangb cora cot bLi : 


la quale, se si supponga a=45? e si rifletta che (ang43*=c0ot45°=1 , dà im- 
mediatamente 


(16) tanglibcdbi= == ==» 


Prendendo ora nelle forimole (13) , (14), (15) il segno superiore, e sipponen- 
do b—a, si ottengono 
(17) sen 2a==2sena cosa, 
(18) cos Za=cos'a—sen?a , 
i 2tang a 2cot a 
(19) tang 2a= Sia PE 
{tanga coa41 


In queste tre equazioni il primo membro contiene un arco doppio di quello 
che trovasi nel secondo. Esse adunque equivarranno alle seguenti 


1 
(20) sena==2sen 3 a cos 20 


LI 
(21) cos a= così 3 at—sen'- a, 
1 1 
2tang 4 2cot - a 
w 2 


(22) tang a= = i 


1-tang* 54 col? — a—f 


to] 


Nelia seconda di queste ultime equazioni sostituendo alternativamente i va- 
L > 1 Du 
* n 2 è cane . MR ZOLA , 2 
lori di cos 300 di sen°;a, i quali sono (52: (5;) 1—sen 3% 1—-cos 3% 
toni 
risulterà 


2 1 
(23) cos a=1—2sen" 393 2c0s° 3 al, 
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donde 


(24) 2sen° 5 a=1—c05 4, 
(25) 2cos? 3 a==1+-cos a. 
55. Abbiamo (52:(5). 54:(24). (25) ) 
(ViI4sena—Vi—snaf=2—2 V1—sen’a=2 (1—cos a)—=4sen? 3 a, 
(Viqsena+yi—sen a?=2-12V1—senPa=2(1 +-c0s a)=4 c0s° 5 a, 


e quindi (52 : (1). (2). (5)) 
(26) sen La= pe a_ Vi+sen a-Vi1— sen D 


2 2 
(27) cos 1 na peo a_ Vidsen a+ Vi—sen ci 
2 2 2 
1 1 sis 
(28) cos 5 a-tsen 5 a=Vi+sen a, 
1 4—cos a sen a i—-cos a 
(29) tango = 1+cosa 1+cosa sena ’ 
1 1+cosa 1+4+cosa sen a 
{-a= 2 ——_ = si 
Go} 2 3 1—-cos a sen 4 41—-cos 4 


56. Dividasi per tang 3% il numeratore ed il denominatore del secondo 
membro della equazione (22), otterrassi 


(31) tang a=————-, 


cot - 4—tang 5 a 


2 


=2cot a, e quindi 


donde cot _ a—tang — a= 
2 Ia tang a 


1 1 
(32) tang = a==cot 3 a—2cot a. 


i 
57. Abbiamo (52 : (1)) sen 5 a==c08 5a tang 3% e quindi (54 : (20) ) 


1 
. Adunque 


1 1 
sen a=2cos” i tang 3% Ma (52 : (6) ) cos? - a= 
1+tang? 34 
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si avrà 
1 
2 tang 3% 
(33) sen a= =“ 
1+tang° — a 
2 
3 s LT ; (ae . send 
Questa equazione poi ove si divida per la (22) somministrerà = 
sd tanga 
1 1 
2 lang @ 1-tang” — a 
2 2 sen a 
a x era Ma i ==c08 a. Adunque 
J unij a 
1-|-tang” 3° 2 tang 34 9 


1 
1—-tang 3% 

(34) cos a= 1 
1+tang” 3° 


E: 1 
Moltiplicando questo secondo membro sotto e sopra per colza, risul 


terà pure 


t 1 t i 
colt -- a-fana - 4 
J 2 


2 


(35) cos a= 


1 
Da — a 
col3 aqtany 3 


Una tale equazione moltiplicata per la (34), avvertendo essere cos a tang a= 
=sen a, somministrerà 
2 


(36) sen a= 1 ( 
col 5 a-+tang 3 a 


i 0 L . 
Sostituendo nel secondo membro il valore di tany 5 dato dalia formola (32), 


e dividendo poscia ambedue i termini per 2, risulterà 


1 
(37) sena= ——_T ——. 


col 5 a—cot a 


di 


. 1—--cos a d-cosa |, sro 
Avendosi finaluente ang za = ——_—_ = ————; si otterrà eziandio 
2 sen a ang 4 c08 4 
1—--cos a 1 si 1 
lang a tang— a= — = — 1, e perciò I1H tany a tanga, 
2 cos a cos a cos @ 20 


Vol. IL. Vi 


50 


donde 
1 


(38) cos a = ro 
4-+tang a tang 3° 
58. Le formole (13), (14) con la semplice addizione e sottrazione som- 

ministrano ancora le seguenti 

(39) sen(a+B)sen(a—b)=2sen a cos b, 

(40) sen(a+b)—senta—b)==2cosa sen b, 

(41) costa 4+b)+cos(a—0)=2cos a cos b, 

(42) costa—b)—cos(a+-b}=2sen a sen db, 
per mezzo delle quali i prodotti di seni e coseni si ASA in seni e co- 
seni semplici. 


59. Se in queste ultime equazioni si faccia a+b=p, a—b=g, dovrà 
L i agi 
conseguentemente porsi a= 5 (p+g), eb= jd e quindi si otterranno 
; 1 1 
(43) sen p-sen g==2scn gta -(p—_q), 
i 
(44) sen p_sen g=2005 5 (+osen3 (p—_9), 


1 
(45) cos p+cos qg==20083 5 (P+1)0085 1 i) $ 


(46) cos y—cos p=2sn 3 (p+g)sen 5 1 pg) 
Dividendo la (43) per la (44), la (45) per la (46), la (43) per la (45) e (46) rica- 


veremo ancora 


1 
tang 3 (P+9) 
_ sen pt-sen g 1 L 2 
__ = _ t=(9=() 7 
(17) sen psc q tang= (p+9)c0 3? d 1 i 
tang5(P_0) 
cot 3 (+9) 
2 
(18) cos p+eos ql 5 (049001 3 —g=— |? 


— COS 
ai tang 5 (P_d) 


sen p+-sen q 1, cosg—-c08 P 

— ___=lanj —. = _——_ 
a cosp-+-cos q i 3 P+9) senp—senq ” 

se $ 1 cos cos 
(50) sen pt-sen Vi — rol LR e i 


) . 
" cosq 08} 2° “Scu presen 
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60. Nelle equazioni (43), (44) pongasi g=90° , sarà seng—1, e perciò 


1 i 
sen p+ 1=2sen(45°+- 5 p|cos (o ) A 
sud 1 a 
sen p_A=2cos(45°T-5 p)sen 5 p_45° ). 
1 Co) "i 0 1 di n 1 450 
Ma (45) cos gp =c0s { 45°— 5? , dippiù sen 5 p—490 )}= 
=— sen( 49°— 3) .- Quindi sostituendo , avremo 
i i 
1+senp=2 sen( 45°+ = DI (Ge a) ; 
| n 1 
1—senp=2eos((18°+51 senf 49°— 3V . 


D' altronde con un poco di attenzioue si vedrà chiaro essere 
1 1 
(51) sen ( 4504 -p )==cos ( 45°4-cp |. 
2 p. 
ET 5 1 
(52) 1-4-sen p=2sen? (104 3”) 7 


tradi ® z be 1 
(dd) 1-— sen p==2sen® dog? ) 


1-+-senp 1 
(94) — =lang° + - ; 
104) ian lang (#5 + 3 r) 


Ora facendo q = 90° nella equazione (47), questa si muterà in 


Adunque 


d4senpo 
i—-senp si 


L | 
= tang (454 3”) col (#50-). Sarà dunque 
tangy” ( 45° + ) p _)=tang astqi p )cot ip p); 
2 2 do} 
i 1 s 1 
(55) tang ( 45°4- 5p )=cot 450— 5t)- 


61. Abbiamo (53 : (13)) 
senat-b)senla—b;={sen a cos bH4-cosa sen bi sen a cos b—_-cos a sen d)== 


==sen'a costh—cosasen?b, 


donde 


52 


e sostituendo in luogo del cosb il suo valore 1—-sen?b 


h Nesli co di sila 2 
senfa+-bisenla—b)==sen'a(1—sen°b)}—cos a sen b= 
2 Di 2a) 
==sena—sen’bisen'at-cos a). 


Ma sen'a+cos'a=1. Adunque 
(36) senla-4+-0)sen{ a—b)=sen'a—sen?b=c05°b—cosa. 
Con un ragionamento analogo a questo, agevolmente dimostreremo ( 53 :(14)) 


(37) costa +-b)cosa—b)=cos?a—sen°b=cos'b—sen?a. 


CAPO II. 


DEI TEOREMI CHE SERVONO ALLA RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI RETTILINEI, 
DELLA FORMAZIONE E DELL'USO DELLE TAVOLE DEI SENI, COSENI, ec. 


62. In un qualunque triangolo rettilineo è lati stanno come î seni degli 
angoli opposti. 

Sia ABG (fig. 3.°) un triangolo rettilineo qualunque, al quale s' intenda 
circoscritto un cerchio (304*), il cui centro sia in O. Con questo stesso cen- 
tro e col raggio Oa==1 si descriva l’altro cerchio abe, quindi si conducano 
le rette OÀ, OB , OC ai vertici del triangolo proposto , ed i punti a, b, c 
dove queste rette incontrano la circonferenza abc si uniscano con le rette ab, 
be, ca. Essendo 0A=0B, ed Oa=0b, starà OA : Oa=0B: Ob, per la qual 
cosa ab sarà parallela ad AB (349°). Nella guisa medesima si dimostreranno 
be e ca parallele rispettivamente a BC e CA. Adunque il triangolo ABC è 
simile al triangolo abe (354*) , e per conseguenza 


AB: BC: CA=zab: be: ca. 


Ora è chiaro che nel cerchio abc le corde ab, be , ca rappresentano i doppii 
seni delle metà degli archi che sottendono , i doppii seni cioè degli angoli acb, 
bac, cha (314*). Adunque 


AB: BC: CA—=Bsenfach) : 2sen(bac) : 2sen(cha). 


Ma per essere i triangoli ABC, abc simili, gli angoli acb , bac , cha sono ri- 
spettivamente uguali agli angoli ACB, BAG, CBA. Adunque nel triangolo 
proposto ABC i lati AB, BC, CA staranno come i doppii seni degli angoli 
opposti ACB, BAC, CBA, e conseguentemente ancora come i semplici seni 
di questi stessi angoli. 

Pertanto, rappresentando con a, D, c i lati del triangolo proposto , ed 
indicando con A, 8 , € gli angoli ad essi opposti , avremo 


a: biczsen Ad: sen Bi: senC, 


ovvero , che è lo stesso , 


“ ) a pu 


senA  senB 7 sen C 


63. Ciò posto, potremo agevolmente ottenere una relazione fra due lati 
a, © del triangolo, e due angoli A, € uno opposto e l’ altro adiacente. Infatti 


: su B 
dalla equazione (4) si ha -= N°. Ma 
a 


sen A° 
A+B+C=180°... (a'), 
e perciò (48) sen B=sen(180°—{4+4-C))=sen(44-C).Adunque (53:(13).52:(2)) 


Ù senere) = sen Acos 0-{-c0s Asen € =cosC4-cot Asen € , 


a send senA 


donde 


b 
cos C= -—cot AsenC, 
a 


che è la cercata relazione. 
Allo stesso modo si dimostreranno 


a 
cos C= -— cot BsenC, 
b 
c ; 
cos d= 3 —cot Bsen A, +. (a) 
b 
cosA=——cot Csen A, 
e 
a 
cos B= ol Csen B, 


e 
cos B— mai B. 


64. Se di queste equazioni la prima si aggiunga alla seconda, la terza 
alla quarta, e la quinta alla sesta , si otterranno 


2 b 
2eos C= * na —sen C(cot A+-cot DB), 
a 


b? D 
2c0s A=- 2 


— sen Afcot B+cot €), 


a dc 


2 
2cosB = —scn B(cot A+col C). 
c 
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Ma con un poco di attenzione si vedrà essere (52: (2).53: (13).63:(x').62:(0)) 
sen Csen(A+ B) sen C e’ 


sen Clcot A4+cot Bjr=o-—T— _-_ = =— 
| ) sen Asen B sen Asen Bab” 
sen Asen{B+ C) sen? È 
sen A(cot B+-cotC)= e A sii * 
sen BsenC sen Bsen C he 
sen Bsen'A4-C sen? i 
sen Bicot A+cot C)= sini PA Zi + : 
sen Asen C senAsenC ac 


Adunque sostituendo e dividendo per 2, avremo 


a 46° —e? D+e—a° OL 
cos (= ———— cos A= Arai , cos B= se » { (0) 
2ub Zac 


le quali possono eziandio scriversi come segue 


e=a°+0°—2ab cos C, 
a=b4+c°—2bc cos A, 
ba +e -—2u cos B. 


Quindi il teorema : in un triangolo rettilineo qualunque il quadrato di un lato 
aggquaglia la somma dei quadrati degli altri due lati diminuita del doppio pro- 
dotto di questi stessi lati moltiplicato pel coseno dell’angolo da essi compreso. 
65. Aggiungendo fra loro a due a due le tre ultime equazioni, e divi- 

dendo le somme per 2b, per 2a, e per 2c, giugneremo alle seguenti relazioni 
semplici insieme ed eleganti 

b=a cos C4-c cos A, 

a=b cos C+c cos B, { . . . (4”) 

ca cos B4-b cos A. 


Siffatte equazioni sembrano a prima vista rendere possibile la soluzione del 
problema enunciato in principio di questo libro (38) nel caso ancora in cui 
dati gli angoli del triangolo rettilineo si cercano i suoi lati. Ma esse trattate 
con i soliti metodi di eliminazione conducono alla equazione cos B cos C+ 
-+-cos A=sen B senC, nella quale non si contiene alcun lato, per cui chiara ap- 
parisce la impossibilità di quella ricerca. Pertanto la indicata relazione fra gli 
angoli del triangolo esprime la nota proprietà del triangolo rettilineo, che cioè 
la somma dei suoi tre angoli agguagli quella di due angoli retti : infatti da 
essa immediatamente deducesi (53 : (14) ) 


cos A=—(cos Bcos C—sen Bsen C=—cos (B+l), 


donde (48) 
A=180°—(B4C), ed A+B+C=180. 
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66. Dalla proporzione (62) a : b=:sen A: sen B ricaviamo (59: (47)) 
1 
ig (AB 
ab sen A—- sen B_ ‘09 2 li ) 


at+b sen A+sen Bo — 1 
+ sen A-+sen {ang 3 1 (445) 


Ma (47) tang3 parztango 5(180°—C=tung(90—30)= =cot— 30 Adunque 


1 
tang 3(4-8 ) 


donde conseguita 
—b 


1 1 
tang 3d_B)= pa Casula, 
a+ 


ti 


cli 


67. Le equazioni (a) possono presentarsi sotto forme assai più comode 
i ) È 
pel calcolo logaritmico nella seguente guisa. Abbiamo 


a+0—c (a+b’—c° (a4+b+ela+b—c) 


=1 = è. = 
TR ab ab Lab Ù 
jesno. 460° e? _ lab) tea late—b) 
2ab Zab Zab 


Ma (54: (24). (25) 


1 dg 
1-}-cos C=2cos° 5 C,1—-cosC=2sen° 3(. 


2 
Adunque 
1 è (a+b+c}a+b—c) 
COS 9 — E LI 
1 (Eee 
sen - C= —___ 
2 4ab 


Ora facendo a+ b-1-e=2p, si ha at-b—e=2(p—c), b+ct—a=2(p—a),atc— 


—b=2(p—b), e conseguentemente 


1 pip—ce) 1, a f(p_a)p--b) 
- (= . i - Ca er ii 
cos 3 \/ 3 sa UNI n 


Nella medesima guisa si dedurranno 


1 pp—a) 
= Az: _ 
"x 2 Vv be 


du ‘P(p—b) 1 faz: (p—c) 
s- B_ o, £ > bes n 
" 2 A V ac la ». 3 al 


feno: (07) 
be 


| 
, senz A 
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68. Le formole (a), (a), (a’”),-...,(a/7) sono quelle su cui tutta si 
fonda la risoluzione dei triangoli rettilinei. Ma prima di ogni altra cosa ab- 
biamo bisogno di conoscere i seni e coseni degli angoli dati a fine d’ introdur- 
ne in quelle formole i valori, ed anco, perchè esse servir possano a determi- 
nare gli angoli, dobbiamo essere in grado di sapere assegnare l’ angolo cor- 
rispondente ad un dato seno o coseno. 

Rendesi quindi necessaria la costruzione delle tavole di seni, coseni, ec. 
le quali diano queste linee allorchè si conoscono gli angoli, e vicendevol- 
mente. 

Immaginiamo pertanto che, dopo aver diviso il quadrante in gradi, mi- 
nuti, ec. ed il raggio in un numero arbitrario di parti uguali , siasi trovato 
quante di queste parti sono contenute in ciascun seno, coseno, ec. e che sif- 
fatti numeri si sieno scritti accanto a ciascun arco corrispondente ; si saran- 
no in tal guisa formate delle tavole contenenti in una prima colonna le gra- 
duazioni degli archi, in una seconda i seni, in una terza i coseni , ec. Ora 
dalle equazioni (1) , (2), (3) , (4) dimostrate sopra (52) agevolmente rilevasi 
che quando si conoscono i seni ed i coseni, per via di calcoli semplicissimi 
possono mai sempre ottenersi le tangenti , le cotangenti , ec. ; perciò io quì 
non mi occuperò che della sola ricerca dei seni e coseni ; e già si sa (47. 48) 
non far d’ uopo spignerne il calcolo che fino a 45°, riproducendosi al di la di 
questo arco i medesimi valori. 

69. Dalle equazioni (39), (41) dimostrate nel numero 58, facendo a=m&, 
e b—=x, abbiamo 


sen(m+1)a=2scn ma cose —sen(m—-1)x , 


cos(m+1)x=2cos ma cosa—cos(m—1)x. 


Supponendo dunque che x sia il più piccolo arco delle tavole, e che gli archi 
procedano nell’ ordine 


x,2x,3x,...;(m-1)x, me, (m+1)c, 


la determinazione di ciascun seno o coseno dipenderà da quella dei seni e co- 
seni dei due archi che immediatamente precedono; così per esempio suppo- 
nendo che y, 5 sieno i seni o i coseni dei due archi successivi (m—1)2, ma, 
il seno o il coseno del seguente arco (m-|1)x sarà 2:p—y, dove p==cos x. 

70. Per determinare il seno ed il coseno del più piccolo arco delle tavole 
premetto quanto quì segue. Il seno di un arco qualunque a essendo uguale al- 
la metà della corda che sottende l'arco 2a, questa stessa corda potrà espri- 
mersi con 2sena. Inoltre se per i punti estremi dell’ arco 2a si conducano due 
tangenti le quali s' intendano prolungate fino ad incontrarsi, la loro somma 
sarà (328’) 2fanga. 

Quindi se 2a<180° sarà 1.° 


1 | 
sen a<2a<2tang a, donde 


snaT aT tanga” 


e conseguentementa 


{ sen a - 1 è 
_— COSA, —— 
> a ? cos a a 


lang a 


5>I. 


2.° Se si supponga 4 continuamente avvicinarsi al limite=0 , sarà 


lim. cos a=i—=lim. ’ 


cosa 
per la qual cosa 
. Senda l tanga 
lim. —1=lim. J 5 
a a 


Accostandosi adunque l’ arco a zero, il seno , l'arco 3 © la tangente tenderanno 
continuamente alla uguaglianza, rimanendo però sempre intermedio l arco. 
71. Un tal principio serve a calcolare il seno del più piccolo arco x delle 


f 
sen=-X 
; 2 1 î ; 1 1 1 
tavole. Infatti per essere Sy > 3 x, st avrà senz > 5” cos 3%: doude, 
COS — x 
2 


1 1 ,1 
moltiplicando per 2cos 52 , si dedurrà 2cos gesen 39>® cos” 3%» ossia (54: 
1 ‘ i I 
(20).52: (5)) sena>a(1—sen? 3 2), ed a più forte ragione senad>a— po: 
1 


si i 
essendo sen 5 sie x. Adunque sen è intermedio fra x e x — 7°» cioè si 


1 
hax>senra>a— i i. 


Ciò presupposto, se partiamo da #—=3, 1415926536 e da Hime 
=0,4971498727 per calcolare prima x, che è una frazione determinata del- 


la semicirconferenza 7, e poi x— i x}; siccome sen x è compreso fra questi 


due limiti, i decimali comuni ad ambedue daranno un valore approssimato 
di sen #, essendo 1 il raggio; e se x si prende sufficientemente piccolo , sic- 
come sen € ed x differiscono progressivamente di meno in meno 3 l'appross 
mazione potrà spignersi fino a quell’ ordine di decimali che si vorrà 

n È at sa TRI nali 

Facendo poi sen @==a, si avrà (52: (5) ) 

cos a=VA—sen'x = V(1-49(1—-a)=p. 

Cominciando quindi da sen 0=0 e sen x=4 da una parte, e da cosf=1 e 
cos e==p dall’ altra , per mezzo della legge 2:p—y dimostrata sopra (69 si 
calcoleranno successivamente i seni ed i coseni degli archi 2x, 32, 42, ... 

72. Per darne un esempio, prendasi e=30" che è il 180% del qua- 
drante ; il valore di x in parte del raggio 1 sarà 


1 a n : 
a ‘3 =0,0087266462 , 
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1 
donde x5==0,0000006645 , 9000001601 , ed 


dice 
= ax'—=0,0087264801 ; 
e perciò sen 30'—=0,008726. Laonde se le tavole debbono procedere di minuto 
in minuto con 6 decimali, tutti i seni degli archi minori di 30” dovranno consi- 


È 123 
derarsi uguali all’arco, così sen 1°, sen 2°, sen 3/,. .. saranno dai pago 
i j i i 30° 30’ 30° 


di 0,008726. Da ciò pertanto rilevasi che bisogna primieramente far cresce- 
re gli archi di 30‘ in 30' riserbando a ravvicinarli in seguito , lo che riesce 
agevolissimo trovandosi 


‘p=cos 30/= V1,008726x0,991274=0,999962=1—0,000038. 


x gt 
73. In generale poi per poter prendere a==sen x fa d’ uopo che rudi non 
contenga cifra alcuna significativa nelle decimali che vogliono conservarsi. 
Così ove se ne vogliano 8, bisognerà che le prime $ cifre di ra x° sieno zeri, 
4 


e facilmente potremo assicurarci doversi in tal caso scendere all’ arco di 10’. 
Del resto, debbonsi prendere più cifre decimali di quelle che vogliono con- 
servarsi a fine di evitare che gli errori si accumulino , e che le ultime sieno 
per conseguenza difettose. In seguito di questa opera ci verrà fatto d’ indica- 
re metodi molto più spediti per costruire le tavole trigonometriche ; ma quan- 
to ora ne abbiamo detto è sufficiente per ciò che in questo capo ci avevamo 
in secondo luogo proposto. 

74, Rimane ora che diciamo alcuna cosa intorno all'uso delle tavole tri- 
gonometriche. Prima però di tutto rendesi necessario |’ osservare che per l’or- 
dipario siffatte tavole invece di contenere i valori dei seni , cosenì , ec. per 
la comodità dei calcoli, contengono i loro logaritmi. Siccome poi il seno è mi- 
nore del raggio, è convenuto dividere questo raggio in un numero di unità 
abbastanza grande perché il seno del più piccolo arco delle tavole sia > , a 
fine di evitare i logaritmi negativi (3:3.°). Nelle tavole di Callet gli archi pro- 
cedono di 10” in 10” ed il raggio ha 10 perlogaritmo, cioé R=10000000000. 
Allorchè dunque si vuol procedere al calcolo di una formola nella quale il 
raggio siasi supposto uguale alla unità , farà d’ uopo togliere 410 da tutti i lo- 
garitmi dei seni, coseni, ec, perocchè in siflatta ipotesi questi logaritmi cor- 
rispondono ai veri logaritmi aceresciuti di 10. 

Dal detto risulta che l’uso delle tavole trigonometriche si fonda su que- 
gli stessi principii su i quali si fonda l’ uso delle tavole dei logaritmi (*). 

(*) Per ciò che riguarda la disposizione delle tavole trigonometriche deve avvertirsi che, volendo 
il seno , coseno , tangente , o cotangente di un angolo minore di 45°, si cercherà il numero dei gradi ed 
il nome della linea trigonometrica nell’alto della pagina , e si farà uso delle scale dei minuti e del secon- 
di comprese nelle due prime colonne a sinistra , se poi l' arco dato è maggiore di 45", si dovrà cercare il 


numero dei gradi ed il nome della linea trigonometrica nel piede della pagina, e fur uso delle scale dei 
minuti e secondi situate a destra» 
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La quantità è che nella nota del n. 15 abbiamo chiamata parte propor- 
zionale, allorchè le tavole sono calcolate di 10” in 10’ come quelle di Callet 
e di Gardiner, si determinerà con le seguenti regole. 

1.3 A fine di ottenere li parte proporzionale, quante volte dato l’ arco sì 
vuol trovare il logaritmo della linea trigonometrica farà d' uopo moltiplicare la 
differenza delle tavole per i secondi e frazione corrispondente, e dividere il pro- 
dotto per 10. 

2.2 A fine poi di ottenere la parte proporzionale , allorchè dato èl logaritmo 
della linca trigonometrica vuol trovarsi l'arco corrispondente, bisognerà molti- 
plicare per 10 l’ eccesso del logaritmo dato sul prossimamente minore delle ta- 
vole, e quindi dividere il prodotto per la differenza delle tavole stesse. 

3.? La parte proporzionale st deve aggiugnere allorchè si tratta di seno o 
di tangente, e togliere ove si tratti di coseno 0 di cotangente, sia che dato l’ar- 
co voglia trovarsi il logaritmo della linea trigonometrica, sia che dato questo 
logaritmo debba trovarsi l’ urco corrispondente. 

Le due prime regole conseguitano immediatamente dal principio stabili- 
lo sopra (14) che cioè gli aumenti dei numeri nelle tavole sono proporzionali 
a quelli dei logaritmi, e si ricavano subito applicando al caso delle linee tri - 
gonometriche le proporzioni superiormente (15) indicate. La terza regola é 
fondata sulla nota proprietà delle linee trigonometriche, che cioè (43: 1.° 20 
nel primo quadrante i seni e le tangenti crescono al crescere dell’ arco, ed i 
coseni e le cotangenti diminuiscono. 

75. Soggiungo ora i seguenti esempii : 


1.° Trovare il logaritmo del seno di 24° 37' 23”, 64 


I (sen ZAP IT 20!) LL 9301975941 
Parte prop.=459X 0,364... ... 0... + 167.1 
I (sen 24° ST7/ 23", 64) LL. 9,6197708.1 


2.° Trovare l’arco corrispondente al seno che ha per logaritmo 9,6197708. 
LA ia perni Bo TT08 
Usen 2A° IT 20). LL BA 


PROT | pg Fe > 
I seTÌ 43", 64 Differenza . . . Di | Na 
Arco cercato 24° 37' 23", 64 S "2930 
2754 
1760 
3.9 Trovare il logaritmo del coseno dell’ arco 24° 37° 23”, 64. 
I(cos 24° 37 20"). ........... sudugbasz: 9,9585995 
Parte prop.=—96x0,364 alari cabina —34.9 


(cos 24° 37 23,64)... Lecce cirie 9,9985960.1 
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76. Nella teoria dei logaritmi, parlando del complemento aritmetico, si 
disse (16) che se nella somma di più logaritmi si comprenda un complemento 
aritmetico , dalla caratteristica del logaritmo somma bisogna togliere 10, e se 
se ne comprendano due bisogna togliere 20, e così di seguito. Trattandosi però 
dei logaritmi delle linee trigonometriche e dei complementi di questi , è d’ uo- 
po che si discorra in altra guisa. Infatti nella supposizione che il raggio delle 
tavole sia 1, i logaritmi del seno e coseno di un arco qualunque e quei delle 
tangenti degli archi minori di 45° non essendo (74) che i veri logaritmi ac- 
cresciuti di 10, essi allorchè entrano in una somma con altri logaritmi deb- 
bono considerarsi come altrettanti complementi; e vicendevolmente i loro com- 
plementi non esprimendo che i veri logaritmi col segno mutato, non debbono 
considerarsi come tali allorchè entrano in una somma con altri logaritmi. 
L’ esempio seguente servirà a dichiarare meglio quanto quì è detto, 
tang 15° 27! 35", 2 Xcos 65°12' 11",4 


0 ATTO E ia Aa 
Calcolare la formola cos a= 7" 7715127, 7ixcor 50° 10'27,34 


Abbiamo 
Itang 15° 27' 35", 2 )= 9,4418030 
I cos 65.12.11 , 4 = 9,6226304 
compl. I( sen 77.15.12 ,71)= 0,0108369 
compl. 1( cot 50. 10. 27 , 34)= 0,0788704 
e quindi ..........000000000..- pura .. I(cosn)=19,1541407 
I(cos x)= 9,5770703 
per cui si trova .......... SATA A a—= 67° 48'46",2. 


71.1 logaritmi dei seni e delle tangenti dei piccoli archi crescono assai 
rapidamente ed irregolarmente. Per tal ragione non possono i loro aceresci— 
menti considerarsi proporzionali a quegli degli archi, come negli altri punti 
del quadrante , e quindi le parti proporzionali non possono dare il logaritmo 
o l'arco intermedio con la necessaria esattezza. A fine di ovviare a siffatto 
inconveniente, in tutte le tavole logaritmiche di buona costruzione, oltre i 
logaritmi delle linee trigonometriche calcolati per lo intero quadrante da 10" 
in 10 si trovano ancora i logaritmi dei seni e delle tangenti calcolati per i 
primi tre o cinque gradi da 1/' in 1". Ma i logaritmi dei seni e delle tangenti 
degli archi minori di due gradi si ottengono pure in altro modo, che spesse 
fiate riesce più agevole ed ancora più esatto per un arco di pochi minuti. 

I rapporti del seno all’ arco e della tangente all’ arco variano lentamente 
e regolarmente nei primi gradi del quadrante. Si sono quindi calcolati i loro 
logaritmi da minuto in minuto, e si trovano nell’alto di ciascuna pagina delle 
tavole dei logaritmi dei numeri , indicati dalle lettere Se Tcona fianco le 
rispettive variazioni per 10” espresse in unità della settima cifra decimale € 
frazioni di essa. Nella prima colonna a sinistra della pagina suddetta si tro- 
vano poi gli archi cui appartengono quei logaritmi di rapporti, i quali archi 


GI 
per lo numero di secondi che contengono, corrispondono precisamente ai nu- 
meri naturali progressivi notati a fianco, edhanno perciò i loro logaritmi sulla 
pagina stessa. Per prendere adunque il logaritmo del seno 0 della tangente di 
un piccolo arco basterà cercare questo arco nella prima colonna a sinistra delle 
tavole dei logaritmi dei numeri, ed aggiungere al suo logaritmo quello del 
rapporto del seno all’ arco o della tangente all’ arco. In tal guisa si otterrà 


rar) +I(£=) =Iarc) + sen) —L(arc)=I(sen), 
re 
t 
arc) 4-1 (25) =Iarc}+Ktang)—H{arc)=I(tang). 
arc 


Vicendevolmente , quando è conosciuto il logaritmo del seno o della tangente 
di un piccolo arco e voglia trovarsi l’arco medesimo, dal logaritmo dato si to- 
glierà il succennato logaritmo del rapporto, ed il residuo corrisponderà al lo- 
garitmo dell’ arco. Ma per trovare nelle tavole il logaritmo del rapporto con- 
veniente al caso che si propone, farà d’uopo cercarlo per via del logaritmo 
approssimato dell’arco medesimo che si domanda, il quale si otterrà sottraen- 
do dal logaritmo dato le prime cifre 4,685 costanti per tutti i logaritmi di 
rapporti delle tavole. 

78. I seguenti esempii varranno a spiegar meglio le cose suddette. 

1.° Trovare il logaritmo del seno dell’ arco 41’ 32”, 37. 


UA1' 32,3) LL 3,3966003 
Parte prop. 174X 0,7... 122 
S per 41'/ 0”—0,85X3,2 ........ 4,6859643 
Usen 41' 32”, ST) . ..... + +. 8,0821768 


2.° Trovare l’ arco corrispondente alla tangente che ha per logaritmo 
7,1513795 


Edile paia 060 + + 7,7513799 
SÌ SOMragga LL 2.06 4,685 

I. dell’ arco approssimato. . . ..... 3,0663795 
— T(per questo logaritmo) =—(3793+-0,79X2,5)...0799 
esatto dell'arto. se + 00; Wi eda di 3,0658000 


Arco==19' 23", 59. 


CAPO IV. 


DELLA RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI RETTILINEL. 


19. Cominciando dai triangoli rettangoli, se nelle formole (a), (2), (a!) 
dimostrate nel capo precedente si faccia l’ angolo A=90°, per questo partico- 
lare valore essendo sen A=f e cos A=zcot A=0, si otterrà primieramente 


ovvero (46. 47) 
b==asen B==acos C, c==asen C=acos B ; 
come pure 
c b 
o—--—cot B, 0—--—cot €, 
b e 
ovvero 
c b 
coi B=tang C= p? cot C=tang B=-; 
e 


e finalmente 
60° 4-c°—a? 


2bc 


0 , donde a'=b°+c?. 


Queste formole corrispondono alle tre parti del seguente teorema , pel cui meze 
zo si risolve il triangolo rettangolo in tatti i casi. 

In un qualunque triangolo rettangolo 1.° uno dei suoi cateti è uguale alla 
ipotenusa moltiplicata pel seno dell’ angolo opposto 0 pel coseno dell’ adiacente ; 
2.° la tangente di uno dei due angoli ucuti è uguale al cateto opposto diviso per 
l’ adiacente ; 3.° il quadrato della ipotenusa è uguale alla somma dei quadrati 
dei due catetì. 

80. Passando immantinente alla risoluzione dei triangoli obliquangoli 
percorreremo ad uno ad uno tutti i casi possibili. l 

Caso I.° Dato un lato del triangolo e due angoli qualunque, trovare al 
terzo angolo e gli altri due lati. 

Si supponga essere a il dato lato, ed A, B i due angoli dati; si di 

asen B 
(63: (a').62 : (x)) il terzo angolo C=180° —(A-|-B), il lato 0= —,, 
asenC asen(A-{-B) va 


ed il latoc= —— = —T_——-. 
seni sen A 


22' 52”, e B—50° 29' 47"; si avrebbe primieramente C=180°—117° 52° 


Se per esempio fosse a—=7530,444,A=67° 


394/—-62° 7’ 22”, e quindi 


I(a)=3,8768205 
Isen B)= 9,8873835 
c. I(sen A)=0,0347590 


I(0)=3,7989630 


63 


Ia)==9,8768205 
I(sen C)=9,9464274 
e. sen A)==0,0347590 


1(c)=3,8580069 


e perciò b—6294,526 e==7211,188 


81. Caso IH.° Dati i tre lati del triangolo , trovare i tre angoli. 

Le formole (a?) del numero 67 risolvono completamente il problema. Ma 
allorché bisogna determinare tutti e tre gli angoli, la successiva applicazione 
delle succennate formole riesce gravosa di molto al increscevole ; e però si po- 
tranno adoperare le formole che or ora dimostrerò. 


1 1 
Dividasi la espressione del sen 3 A per quella del co85 A; risulterà 
Li 


ing ae pr EA, 
2 


p.p_0) 


E 1 1 1 Leu 
Lo stesso praticando per sen 3 B, cos 5 B e per sen 9 C, cos 3 C, si avranno 


le altre due equazioni 


(ang 3 pes f AMI 


P(p—d) 


_ _a)(p—b) 
di a VATI) UP 
HP_%) 
ssa > 1 i 1 : L 
Dividiamo di nuovo tang 3A prima per te], B e poi per tang 5 C, dietro fa- 


cili riduzioni otterremo 


1 1 
t si tang — 
angzA4 ped oe de 
1, p—a 1 pa’ 
tangq — B tang 9 Cc 
ovvero ancora 
col = B t_-(C 
pd 3° ne 
n 1 )—d 
cot- A EE ta 34 . 


Pertanto le formole da adottarsi a preferenza quando si vogliono calcolare 


64 
tatti e tre gli angoli saranno 


i —b)(p—c 
tango A y EDEI 


, 


P(p_a) 
p_b 1 1 prc i 
t- B—= —- cot- ie 00 1 
cot 5 cr) 5 A, cot 5 nua A 


Sia per esempio il lato a—4862,440, il lato b=3683,983, ed il lato c= 
—2840, 351; sarà p=5693, 387 p—a=830 , 947 p—b=2009, 404 e 
p—c=2853,036. Quindi 


I(p—b)=3,3030673 I(p—)=3,3030673 —I(p—c)=3,1553073 
Ip—c) =3,4553073 c. Up—a)=7,0804266 c. Up—a)=7,0804266 


1 
c. Up) =6,2446292 1(cot 3A)=9,9582847 I(cot 5 A) = 9,9582847 
c. I(p—a) =7,0804266 


LI 1 
Utang° 5 A)=0,0834304 1(c0t5B)=0,3417786 I(cot 3 C)=0,4940186 


1 
I(tang 34)=0;0417152 


54 41° 44' 51" 3B 24928" 33" , 5 go=tr° 46'35/',5 
e perciò A =95. 29. 42 B=48.57. 7 ‘=39. 33.11 


82. Caso III.° Dati due lati del triangolo e l'angolo compreso fra questi 
lati, trovare il terzo lato e gli altri due angoli. 
I. SoLuzione.Sieno dati i lati a, 5, e dato sia pure l'angolo € fra essi com- 
preso, le due prime delle formole (a”) del numero 63 danno 
c b—acosC ; a—b cos C 
co ZZZ) 0 enni 
asenC > bsenC 
per mezzo delle quali si conosceranno i valori degli angoli 4 e B, e la prima 
delle (a') del numero 64, somministra 


c=Va+6*—2abcosC, 


da cui si rileverà il valore del terzo lato c. 

Siffatte formole non si prestano con vantaggio al calcolo dei logaritmi; per 
lo che proponiamoci di modificarle in guisa da potere comodamente calco- 
lare con i logaritmi gli clementi A, c. Pongasi acos C=m, si avrà cot A== 

bm asen C 


zz <————,, ovvero ancora fang A= 


== . A fine poi d’ introdurre l’ango- 
asent 


bem 
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lo A nel valore del lato c, rifletto che dalla supposizione fatta di a cos Cam 
m m sen C ? m tangq C 
en Tri asen C= vos 0" tang € , per cui tang A= SS 


ed m tang C=(b—m) tang A. Laonde (52: (6)) 


si deducea—= 


mn 


cVa° +6°—2ab cosC= yV Lo +60 —2bm= 


cos'C 


Fi -_h-mn 
=V(0—mf+mtang?C = V(b-m) (I4tang 4) = a 


c08 A” 
Le formole dunque che danno i valori degli elementi A, c. saranno 


a send bm 
m==4 008 C, tang A= —— sez. 
b—-an c08 A 
Sia per esempio a=4861,893 2—=3238,6022 ec C=18° 6 91”; si otter- 
ranno 
l(a)= 3,6868054 Ia)=3,6868054 —70—m)=3,1343228 — 
IcosC)= 9,9779380 Z(sen C)=9,4925079 c.l(cos4)=0,1741736 — 
I(m)= 3,0647434 ©-I(b-m)=6,8656772— I(c:=3.3084964 
m = 4621,079  I(tangA)=0,0449905— ce =2034, 681 
b-m =—1362,457 A=180°— 47° 57 45! 
ossia A=132. 2. 15 
Finalmente l'angolo B=180°—A—Csarà in questo caso di 29° 51’ 14”. 
Ma per calcolare con i logaritmi gli elementi A, c si può ancora tenere il 
seguente andamento. Si ha già la equazione 


a 
—senC 
; H asen € di ì 
ang A=——-— , ossia pp 
I bea cos dI OR 


Le cos l 


è . a 4 . P 5 
Si faccia Sen C=tang ©, dinotando @ un angolo da determinarsi per mezzo 


. ” - . ‘ps 0 o a . 
di questa relazione, il quale ancora suol dirsi angolo ausiliario; sarà - cas (= 
a cos 
=-sen C. 
sen 


C 
Ò lang 9 cotC, e quindi 


tanq € sen 9 1 sen @ sen l 


tang A= 


i, —_—_—_r—__—=&= > AES 

1-tango coll cos ® j__gnocos CC cososenC—senocenst!? 
cus © sent 

ossia (53: (13) ) 

seno sen (; 


sen((—0) 
Vol. IH. 9 


tangA= 


66 
Ottenuto per siffatta guisa l'angolo 4, il terzo lato csi determinerà per mezzo 
della proporzione (a; del numero 62. Laonde le formole che risolvono il trian- 
golo in questo terzo caso possono essere ancora le seguenti 
sen @ sen € a sen C 


sen (C—-9)” T sen 4° 
Sia a=57,770 b==71,577 C—840 47! 51”, 52. Si avranno 


a 
tang = 7 Sen C, tang A= 


Ha)=1 , 7617024 I(sen © )=9,7969138 Ia)=1,7617024 
I(s6n- € 1299992005 I(sen C )=9,9982073 (sen C)=9,9982073 
cl. I(b)==8,1452265 Cl Usen(C—9))=0,1430216 c.l(sen A)=0,1836368 
Ltang 0)=9,9051362 I(tang A)=9,9381427 I(c)=1,9435465 
q=380 47° 291,79 A =40° 56' 0,94 c=87,8105 


C-q=46. 0.21 ,77 
Se si volesse l'angolo B=180°—A—C, si otterrebbe B=34° 16’ 71,54. 
83. 11.2 SoLezione. Con la equazione (x”) dimostrata nel num. 66, cioè 
a-b 1 


t-C 
ak 30 


£ 1 
sì calcolerà primieramente l'angolo (AB); quindi con l’altra A4-B+C= 


1 
tang 3 (A-B)= 


1 
—180° si conoscerà l’ angolo 3 (A-fBi=90°—5 C; donde si dedurrà 


Ù 1 1 L 
A= 3 (4+6)+ 3, (AB), e B= 3 (448) 3 (4-8). 


Finalmente il terzo lato c si calcolerà per mezzo della nota relazione 


a sen C b sen C 


send — sen B' 
Sieno a=142,955 6=106,836 C—=46° 7! 22”; sarà a|-b=249,821 


i 
a—bh==936,149 3 I=23° 3' 41”, e quindi 


Ia—0)=1,5580963 Ia)=2,1552905 

Kcot 3 C)=0,3708557 I(sen C)=9,8578309 

c.I(a4-b)=7,6023711 c. 1 (sen A)=0,0012184 

I(tang (4—B))=9,5313231 1(c)=2,0143398 
1 e103,397 


: (A—B)=18° 46° 18,36 


/ 
5 (44+-B)=60. 56. 19 


A=85. 42, 37, 36 
B=18,10. 0,64 
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84. Caso FV.° Dati due lati del triangolo ed un angolo opposto ad uno di 
essi, trovare il terzo lato e gli altri due angoli. 
Suppongasi che a, b sieno i lati dati, e che A sia l'angolo dato, la for- 
mola 


A Db 4° — a? 
coso A= ———— 
2be 
farà conoscere il valore del terzo lato c; la formola 
bsen A 
sen B= 
a 


darà l’angolo 2; ed infine per mezzo della formola 


b 
cosC=- — cot Asenl 
a 


verremo in cognizione dell’angolo C. 

Dal detto, con un poco di attenzione rilevasi che questo quarto caso è 
ambiguo, e che in generale ognuno degli elementi incogniti può avere due va- 
lori. Infatti la prima equazione è completa di secondo grado rispetto al lato 
incognito € , essa per conseguenza darà due valori per c. Inoltre l'angolo #8, 
essendo determinato per mezzo di un seno, può essere acuto ed ottuso , poi- 
ché (48) un angolo qualunque ed il suo supplemento hanno lo stesso seno col 
medesimo segno. Finalmente se nella terza equazione si sostituisca a sen € 
il radicale Vî—cosC, essa mouterà al secondo grado e darà anche due valo- 
ri per cos C. 

Si avverta qui che per risolvere per mezzo dei logaritmi questo quarto 
caso con più di agevolezza, dovremo far uso delle seguenti formole : 


bsen A asen & 


sen B= , C=180°—(4+-B), c= 


senA ” 

85. In parecchi casi particolari cessa del tutto | ambiguità dimostrata 
inerente a quest'ultimo problema. Riprendendo infatti la espressione 
bD4e°—a° 


sA== 
Cos Vbo , 


la quale dà 

c=b cos4 + Va°—b°(1— cos° A)=b cosà +y a'—Lb°sen24, 
se si supponga in primo luogo a=b, uno dei due valori di c svanirà, poiché 
2 bcos A 


e=bcos A + db 1—-sen A) ==bcos A +bcos A= 
Selo, 


Dalla Geometria poi si sa che in siffatta ipotesi dovrà essere l' angolo B=A, 
e C—=1800—24. 
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Suppongasi in secondo luogo a>b; il radicale Va—bsen® 4 sarà mag- 
giore di V2°—b'sen'A, ossia maggiore di cos A, e conseguentemente uno dei 
due valori di c sarà positivo e l’altro negativo. Di quest’ultimo non si dovrà 
tener conto perchè in Trigonometria non si cerca che il valore assoluto degli 
elementi del triangolo ; se dunque a>b vi sarà una sola soluzione per rispet- 
to al lato e. Dalla Geometria poi è noto dover essere in questo caso A>B; per 
la qual cosa cesserà pure l'ambiguità intorno agli angoli B e €. 

In terzo luogo sia A>90°, sarà cos A negativo , e perciò la prima parte 
6 cosA della espressione di e essendo negativa, questo lato avrà sempre un va- 
lore negativo, qualunque sia la grandezza del radicale Va*—2"sen?4; adun- 
que anche qui vi sarà una sola soluzione per rapporto al lato c. Si sa poi dal- 
la Geometria dover essere in talcaso ambedue gli angoli 2 e € acuti. 

Finalmente sc a=bsen A, sarà c=0cos A e sen BA, cioè B=90°, e quin- 
di C—-90°—-A, 

86. Non sarà del tutto fuor di proposito l’avvertire quì che nel IT.° e II[.° 
caso si può immediatamente ottenere l’area S del triangolo. Imperocchè la 
superficie di un triangolo rettilineo qualunque ABC (fig. 4." ) si ottiene sem- 
pre moltiplicando la base AC=d per la metà dell’ altezza BD. Ora dal trian- 
golo rettangolo CBD si ha (79) BD=BCsenBCD=asenl, e perciò 


ab sen C 


2 
Dippiù (54: (20). 67: (077) ) 
sen C=2sen 2 Ccos + C= - Vp(p—dp_ L=) ; 
2 2 ab 
e quindi 
s= ===): 


in dii 2pza+b+c. 
CAPO V. 


DEI TEOREMI E DELLE FORMOLE CHE SERVONO ALLA RISOLUZIONE 
DEI TRIANGOLI SFERICI. 


87. Sia ABC (fig. 5.°) un triangolo sferico, ed O il centro della sfera 
cui appartiene. Pel punto A si conducano le tangenti AD, AE agli archi AB, 
AC; quindi unendo il centro O della sfera con i vertici del triangolo, i raggi 
OB, 0C si prolunghino fino ad incontrare quelle tangenti in D ed in E; ti- 
nalmente congiungasi il punto D col punto E per mezzo della retta DE. Ciò 
posto , indicando i lati del triangolo sferico con le lettere a, d, c, e con le al- 
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tre A, B, € gli angoli ad essi opposti, e supponendo —1 il raggio della sfera , 
sarà 


AE=tang AC=tang db, OE==sec b, 
AD=-tang AB==tange , OD==sec c. 
Ora il triangolo rettilineo ADE, in cui (448°) l’angolo DAE=A, dà (64) 
(DE°=(AEf+(AD)°—2 AE. AD cos A, | 
ed il triangolo rettilineo ODE, in cui l'angolo DOE=a, dà 
(DE)°=(0E)°+(0D)°—2 OE. OD cos a; 
donde 
(0E})—(AE)-4(0D)—(AD)?—2 OE. OD cos a-4-2 AE. AD cos A20. 
Per la qual cosa, sostituendo in questa equazione i succennati valori delle rette 


AE, OE, AD, OD, otterremo 
sec'b— tang”b-i-sec°c—tang?c—2 sec b sec e cos a-f-2tang db tang e cos A=0. 
Ma (52:(6)) sece?b—tang?b=1==sec°c--tang?c. Adunque 
2-2 sec db secc cosa+2tangb tange cos A=0. 


Dividendo per 2, ed esprimendo le secanti e le tangenti per seni e coseni, 


avremo 


1 sen D sen c 
1- —_- cosa4 — —— cos 4=0, 
cos Db cose cos db cos € 


da cui si ricava (°) 
cos a—c0s b cos e 


cos A= 
sen b sen c 


la simil guisa si dimostrerebbe 


cos b—-cos a cos c 
cos B= rta stà (£) 
sen a sence 


cos ct—-cos a cos bd 
costa —T_—__— 
sena sen b 


(*) Questa dimostrazione semplicissima della formola 


cosa--cos b cosce 


cos Az ’ 


sen Db sen c 
che , come si vedrà, c il fondamento di tutta la 'Trigonometria sferica, è del Signor de Gua ed è stata 
poi adottata dal celebre Lagrange e da altri insigni Geometri nei loro trattati di Trigonometria. Ma a 


primo aspetto essa non sembra potersi applicare a tutti i casi, per la ragione che la costruzione da cui 
dipende suppone i due lati è, c minori di un quadrante, altrimenti il raggio della sfera prolungato © 
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Queste due ultime equazioni possono eziandio ottenersi direttamente dalla pri- 
ma mutando A in B ovvero in €, purchè contemporaneamente si muti a in d 
ovvero in c. Inoltre tutte e tre le equazioni, contenendo i sei elementi del trian- 
golo sferico, serviranno a risolvere il problema generale: in un triangolo sfe- 
rico dati tre qualunque dei suoi elementi, determinare gli altri tre ; poichè, 
considerando questi come tre incognite , i loro valori potranno sempre deter- 
minarsi per mezzo di quelle tre equazioni. 

88. Sieno a‘, b', c'ilati, ed A", B', C' gli angoli del triangolo polare 
corrispondente al proposto triangolo ABG; la prima delle equazioni (8) appli- 
cata a quel triangolo darà 


4 cos al —cos b' cos e' 
c085 d= ——P—_———————_—-—€. 
sen db sen c' 


Ora per la nota proprietà dei triangoli polari (449°) 
A'=180°—a, a'=180° — 4, b'=180°—B,c'=180°—C. 


Avremo dunque sostituendo 


(180°— A)—cos(180°— B)cos180°— 
cos(180°—a)= Si ) = ai o) 
sen(180°— B)sen(180°—C) 


Ma (48) cos (180°—a)=—cos a , cos (180°—_4)=—cos 4, ec. come pure 
sen(180°—B)=sen B, ec. Quindi 


— cos A-——cos B cos C 
—cosa= -—— _ 
sen B sen Cl 


non incontra la tangente o l’incontra dalla parte opposta. Ciò nulla ostante è facile dimostrare che 
quella formola è esatta in quelunque caso. 

E primieramente se il triangolo ABC { fig. 6.9) avesse un lato AB=g0°, compiuto il triangolo 
ABD birettangolo, la costruzione del de Gua potrebbe applicarsi all’ angolo D del triangolo BCD, in 
cui il Jato BO=a, CD=900—b, BD=4, e l'angolo D=90°; e per questi particolari valori si otter 
rebbe cos a=cos A sen b. Ora questa relazione medesima si ottiene dalla succenneta formola quante 
volte si supponga in essa ce=90°. Adunque ec. 

Se ciascuno dei due lati AB, AC fosse di 90°, il triangolo sarebbe birettangolo , e si sa che allora 
il terzo angolo A è misurato dal lato opposto a. Questa medesima conseguenza si deduce dalla formola 
in questione , poichè ponendo in essa f=ze=90°, sl ottiene cos Azzc0s a. 

Se il triangolo fosse ABC‘, in cui AB=90° ed AC'>g90°, la costruzione del de Gua potrebbe ap- 
plicarsi all’ angolo D del triangolo BDC', nel quale BC'=a, DC'E=—(90°-5), BD=A, e l’ angolo 
D=90°, per cui si tornerebbe ad avere , come nel primo caso, cos azz cos Asenb. 

Nel caso poi che un lato AB' fosse ®909, e l’altro AC fosse<g0°, compito il fuso sferico B'AbCB', 
la costruzione potrebbe applicarsi all’ angolo A del triangolo AC. 

Finalmente se ambedue i lati AB', AC' fossero maggiori di 90°, dovrebbe considerarsi il triangolo 
B'A'C' complemento del proposto al fuso sferico ABA'DA. 

In tutte queste supposizioni il triangolo sul quale si esegue la costrazione giustifica sempre la esat- 


cos a--c05 bd cos c 
tezza della formola cos A= 
sen b senc 


TI 


ovvero, mulando i segni, 
cos A+ cos Bcos € 


COSA 3 
sen B sen € 


Con un analogo ragionamento si otterrebbero 
cos B+-cos A cos C ) (£') 


cos b=- = 
sen A sen C 
cos C+- cos A cos B 
COSOZEZ eee 


sen A sen B 


89. La prima delle equazioni (f) innalzata al quadrato darà 


cos'a—2 cos a cos db cos c+cos”b cose 
cos Az 


sen?b sene 
donde 


6 cos'a--2 cos a cos dD cos e-t-cos°d cos? c 
1-cosA=zi— i n , 
send sen?c 


ossia (52:(5) ) 
sen"b sen2e— cosa +2 cos a cos d cos c—-cos?d cose 


5 
Sen 'Az= - 
send sen?e 


(1—cos°b)(1-—cos°c)—cos'a+2 cos a cos b cos e—-cos?6 cose 


sen?b sen?e 
1—-costa—cosb—cos"c+2 cos a cos d cos e 


sen?b sen?c 


Adunque se quest’ ultimo membro diviso per sen?a si rappresenti con M, sarà 


sen A 


=M. 
sena 


Queste operazioni medesime eseguite sopra la seconda e la terza delle suc- 
cennate equazioni (8) daranno ancora 


sen? B sen? C 
—__=M, —_ —M. 
senò sen c 


Ailunque 
senài  senB  senC 


5 (p') 


9 
sen a sen Db sen c 


la qual formola dimostra che ia ogni triangolo sferico i seni degli angoli stanno 
fra loro come i seni dei lati opposti, 
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90. A fine di eliminare il lato d dalla prima e seconda delle equazioni (£), 
si cominci ad eliminare da ambedue il cos db, avremo 


cos a—cos A sen Db sen c 
cos B sen a sen c+cos a cos e = TT; 
cos € 
ovvero 
cos I sen a sen c cos c+-cos a cos'c=cos a—cos A sen b sen c, 
donde 


cos B sen a sen c cos e=cos a(1—cos?c) —cos Asen bsenc. 


Riflettendo poi che 1—cosc==sen?c, se dividiamo tutti i termini di questa ul- 
tima equazione per sen €, otterremo 


cos B sen a cos ezcos a sen c—-cos A sen db. 


sen B sen a 


Ora dalla equazione (8) si ha sen db = . Sostituendo adunque 


sen A 
conseguiremo una equazione priva affatto del lato d 


sen B sen a 


cos B sen a cos c==c0s a sen c—cos A 5 


send 
la quale divisa per sen a darà 


cos B cos c=cot a sen ct—-cot A sen B. 


Con simile procedimento, se elimineremo a invece di È 
dalla prima e seconda delle (B) , otterremo 

cos A cos c=cot b sen c—cot B sen A. 
Dippiù, eliminando successivamente d e c dalla seconda 
e terza delle (£), avremo 

cos B cos azcot c sen a—cot C sen B, 


(p'") 


cos C cos a=zcot db sen a—cot B sen C. 


Ed in ultimo, eliminando a ec dalla prima e terza delle 
medesime (8) conseguiremo 


cos A cos b=cot c sen b—cot C sen A, 


cos C cos b==cot a sen b—cot Asen C. 


Ciascuna di queste sei equazioni esprime una relazione fra due angoli 
del triangolo, e due lati uno opposto e I altro adiacente. 

91. Alle formole (8) possiamo sostituirne altre più comode a calcolarsi 
con i logaritmi. Infatti essendo (54: (24).(25)) 


Mai a 
2 sen? 5 A=4—cos A, e 2cos' ; A=I cos A, 


sarà (53 : (14).59 : (46)) 


, cos a-=c0s D cose cos(b—c) cosa 
2 sen — Azzi iL RI — dep 
2 sen b sen c sen b sen ce 


1 i 
2 sen 3 (abb—c) sen n) (a4e—d) 


bi 


sen db senc 


come ancora 


2 06 i AZI+ cosa-—cos b cos e cosa—cos(b+-c) 
cos — A=z _——_____—_—_—mÉ _—_ —_— = 
2 sen bd sen c sen Db sen c 


1 1, 
2 sen 5 (a4b4-c) sen 3 ‘b+c—a) 


sen b sen c 


1 1 
senz (apb—c) sen = (ate—0) 
senz A= Vv a = ì, 


sen b sen c 


A vini (a4b4-c) sen 5 (b-4+ce—a) Î 
Co, 4= —————___—_—_eemto (. 


sen Db sen c 


In simil guisa si otterrebbero 


1 1 
sen = (b{+-ct—a) sen — (a+b—c) 
sen ; Be Vv A 


sen a sen € |? (87) 


sen a sen c 


DIRI 3 (0+c—a) sen = td) 
2 
5, = l'gzs = 


RT (a4+b+c) sen — 3 (pet) 
2 
008 3 25 e Ò 


senasen b 


mle=t 


Ka (a+b+-c) sen — da) I 
|) 


sen a sen db 
Vol. Il. 
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14 
14 
Con operazioni analoghe alle istituite, le formole (3') mediante la (24) e 
125) del numero 54, di arobbero le seguenti ‘alien 


i, 
fog turno 008 3 ca 


e a 4 
1 
cos — na 0085 | A+C—-B) 


1 yV | 3. 
COS 0 


02 Ì sen B sen C 


Lei 


sen B sen € 


Ga 
RA 
_ 
I 
| 
2 
% 
NOZIO 


sen A sent 
(8) 
cos 3 (A+B—C) cos3 i b+0d 


(A+B+C) c0s3 AF+C—B) i 


ag ti sen A sen C i 
A n — cos 5 (ATFPRYC) se g TB) 
sh= «= L 
2 sen ASRBO 
1 
; 7. 6g A+ C— B) cos pb) i 
sei e sen A sen B ; 


le quali potrebbero eziandio dedursi dalle (£/7) con la semplice considerazione 
dei triangoli polari. Queste formole poi ssonie con vantaggio sostiluirsi 
alle (8°, } perchè più comode pel calcolo logaritmico. 


b, sen c, compariscano di for- 


Quantunque i valori di sen 34, ser 3 


3 : 
ma immaginaria , riesce pur tuttavolta An ua che essi sono 
sempre reali. Imperocchè nel valore di sen 5° per esempio, sen B sen C è sem- 
pre positivo, perchè ciascuno degli angoli 3, C è sempre minore di due retli 
o di 180°. Siccome poi (450*) A-+-B+C>180°, e <540° sarà > (A+B4+C) 
>00°, e <270°, perciò —ces 3 (A#DB+C) è una quantità a 
positiva. Finalmente per quello no riguarda il fattore cos ; (B+C—A), sarà 


esso sempre positivo, perchè essendo a', 0‘, c' i lati opposti agli angoli A, 8, 


= 
Sha; 


G nel triangolo polare, avremo (149*) 


A=180°—a', B=180°—0", C=180°—c. 


Quindi — 3 (TCA) _900— 1 pen e perchè (446) 9'+c'>a', sarà 
RAI 5 (B+C—- Pett , e perciò il suo coseno positivo. Dunque 


nel valore del sen - a la quantità sotto il segno radicale sarà positiva in ogni 
caso, ed il radicale per conseguenza sarà sempre una quantità reale. Il mede- 
simo ragionamento può istituirsi per rapporto ai valori di seu 0, sen 3. 


1A 


92. Le formole (87) danno 


1 L 1 
senz A cos 3B_c08 <A sen o, ; , B= 


sen c Ì sena sen 


1 i 
senz aper 3 si 7 era E, da b4c; senz pae 


Ora noi abbiamo (53 :(13}} 


41 
sen A c06- B—cus = 
54 0858 005 3 


i i 
A sen B=sen>(A—D), 
2 DE 3 


dippiù (59: 2 :(20) ) 


1 1 
sen 3 3 (a4e—0)—sen È (be a) sen = (a— bj 


sen e 1 3 


e finalmente (91 : (81) ) 


1 1 
yV Sao ‘a+btc) sen 5 utb—c) 
[ = C0$ 9 (0A 


sen a sen b 
Adunque 


senz (a-b) 
cos (, 


2 


LI 1 
sen 3 (A — B)= 


senz(e 


2 
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donde 


1 i 1 1 
senz (A—B) sen Fili) (G-—b) cos 5 C. 
Similmente si dimostrerebbe 


1 1 1 
cos a (A— B) sen 3 c=senz(at b) i C, 


2°. (6) 


1 era. 1 1 
sen 3 (44-5) coù g (4-0) 008 3 C, 


1 1 1 1 
c08 5 (A-+ 5) cos geco 5040) senz 0. 


Queste elegantissime equazioni sono dovute al dottor Gauss che il primo 
le ha trovate, quantunque non manchino degli autori che le attribuiscano 
al Delambre. 

93. Dividendo la prima delle formole (8”7) per la seconda, poi la terza 
per la quarta, quindi Ja prima per la terza, e finalmente la seconda per la 
quarta , avremo le quattro equazioni che seguono 


A sen ui (ab) 
tang ri i Pe RI cot =C, 
sen = (a-4-b) 
2 
1 
i cos = (a—-b) 
tang -(A+B)= —7_— c0t -C, 
2 1 92 
008 5 (a4-b) Î 
{ (872) 
1 senz(A—B) 
tang 5 (a-b)= tangz ©, 
sen (A+ B) 
2 
1 
1 cos = (A—B) 
tang 3 (a+0)= ME tangz, c. 
cos 5445) 


Queste formole furono date da Nepero senza dimostrazione, e 8° ignora 
in qual maniera vi giugnesse. Esse si trovano indicate nella sua opera postu- 


tiri 

ma intitolata: Mirifici logarithmorum canonis consiructio, Lione 1620. Fu 
Errico Briggs che le sviluppò , e che diede loro la forma sotto la quale le ab- 
biamo quì presentate. Wallis fu il primo che le dimostrò. In seguito esse sono 
state dimostrate in differenti maniere, e indipendentemente ancora dal meto- 
do da noi seguito , che è quello del signor Gergonne. 

Le due prime servono a calcolare gli angoli 4, B allorché si conoscono i 
lati a, 5 e l'angolo C fra essi compreso; poichè in tal caso la prima equazione 


1 
darà 3 (A—B) la seconda 3 (A4-B) , ed è evidente che 


1 1 1 1 
A= 5 (A-B)+ 5 (4+B), B= 5 (4+5)— 5 (4A_B). 


Le due ultime servono a calcolare i lati a, è quando si conoscono gli angoli 4, 


B ed il lato c Îra essi compreso; poichè conosciuto col loro mezzo le quantità 
1 1 
5 (a-d), (040), avremo 


a= ; (ab) + (+1) ; = (443) — 3 (ab). 


CAPO VI 
DELLA RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI SFERICI. 


94. Essendo generali le formole esposte nel capo precedente, esse, come 
a caso particolare , si applicheranno al triangolo sferico rettangolo col sem- 
plicemente porre un angolo per esempio A=90°. Pertanto , essendo in siffatta 
ipotesi sen A=1 e cos A=zcot A=0 , la prima delle formole (8) darà 


cosa=cos db cosc..... (1); 


le tre formole (8°) somministreranno 


cos B cos € 
cos azzcot B col C, cosb= —, cose ——\ (1); 
sen € sen B 


la proporzione (8) si muterà in 

__senb _ senc n 

= Ii (17); 
senB senC 


finalmente le due prime e le due ultime delle sei formole (8) diventeranno 


scena 


cos B==cot a tangc, 
cot B==cot bsenc, (9) 
cot C=cot c sen db, 


cos C=cot a tang b. 
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95. Posto ciò, passiamo alla risoluzione dei triangoli sferici rettangoli 
percorrendone tutti i casi possibili. 

Caso 1.° Data la ipotenusa ed un cateto, trovare l’altro cateto e è due 
angoli adiacenti alla ipotenusa. 

Sia data la ipotenusa a ed il cateto 8; si troverà il cateto c per mezzo 
senb 


cos a 
della formola (r) cos c= -— ,l angolo B per mezzo della (r!") sen B= 
} b) le) Ng t 
cos b sen a 


e l'angolo € per mezzo della quarta delle (1°) cos C==zcot a tang db. L' ambi- 
guità che havvi in B, perchè un dato seno può appartenere a due archi di- 
versi, sarà tolta dall’ osservare che £ e è, in virtù della seconda delle formo- 
le (x, debbono essere della stessa specie , vale a dire o acuti insieme , 0 ot- 
tusi insieme. Infatti ilati del triangolo sferico essendo sempre <180", in quel- 
la equazione sen c è sempre positivo ; adunque cot B, cot d sono sempre affetti 
dal segno medesimo, e perciò l'angolo B è sempre della specie stessa che il 
Jato db. 
Suppongasi a=40° 53’ 6”, L=15° 6' 20”; si avrà 


I{cos a)=9,8785361 Iisen b})=9,4159713 Iicot a),=0,0625980 
c. I(cos B}=0,0152714 cc. lisen a}=0,1840619  2any b—9,4312427 


l{cos cj=9,8938075 lisen B}—=9,6000332 l‘cos C\=9,4938407 
e c=38° 27! 22,8 BD 42" 5 C=T1° 50' 1,7 


96. Caso II.° Dati è due cateti , trovare la ipotenusa e gli angoli opposti 
ai cateti. 

Sieno dati i due cateti db, c; la ipotenusa asi troverà con la formola cos a= 
=cos db cos e, e gli angoli B, € con le altre due formole cot B=zcot b sen e, 
cot C=cot e sen db. la questo caso le quantità incognite essendo determinate per 
mezzo di un coseno e di due cotangenti , non vi sarà ambiguità intorno alla 
loro specie, poichè si sa che i coseni e le cotangenti mutano il segno allorchè 
l’ arco sorpassa il quadrante. 

97. Caso II.° Data lu ipotenusa ed un angolo ad essa adiacente , trovare 
i due cateti e l’altro angolo adiacente alla ipotenusa. 

Oltre la ipotenusa a sia dato l'angolo B ; il cateto d si conoscerà median- 
te la equazione sen b=scn a sen B la quale immediatamente si ottiene dalla (r'), 
il cateto e si conoscerà per mezzo della equazione tang c=tang a cos B che si 
ottiene dalla prima delle (r‘), e finalmente la equazione coé C=cos a tang B 
che si ricava dalla prima delle (1°) darà l'angolo €. E qui si avverta che la 
specie del cateto è determinato per un seno deve essere (905) la stessa di quella 
dell’ angolo 8. 

98. Caso IV.° Dato essendo un cateto con l’angolo opposto, trovare la 


ipotenusa , l’ altro cateto, e l'angolo a quest ultimo vpposto. 
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Sia dato il cateto è con l'angolo opposto B; la ipotenusa a si troverà con 
senb , , 
la equazione sen a= #° il cateto c con la equazione sen ezztang d cot B che 
sen 


si ottiene dalla seconda delle (r!), e l'angolo € opposto al cateto e si determi- 


cos B 


nerà con la equazione sen C= --— b° che si ottiene dalla seconda delle {'. In 
cos 


questo caso tutte le incognite sono determinate per via di seni, e non si po- 
tendo togliere l'ambiguità come nel I.° e II. caso, avranno luogo due solu- 
zioni diverse , potranno cioè con gli stessi elementi è, B formarsi due diversi 
triangoli. Infatti se del triangolo rettangolo ABU (fig. 7.5) si prolunghi la 
ipotenusa BC, ed il cateto BA fino ad incontrarsi di nuovo in B', risulterà un 
altro triangolo rettangolo CAB’ che avrà un lato CA di comune col primo, e 
l'angolo B' opposto a questo lato uguale all’ angolo B opposto al lato medesi- 
mo nel primo triangolo. Per la qual cosa , questi due triangoli soddisferanno 
ugualmente al problema in cui si suppongono dati, come nel presente caso, 
il lato comune è e l'angolo B=B" ad esso opposto. 

Si noti però che per separare i valori di a, c, € convenienti ad uno dei 
due triangoli da quelli che convengono all’altro, essi si dovranno prendere in 
guisa che, nello stesso triangolo , c sia della medesima specie di €, eda della 
medesima specie di dè quando C<90°, e di specie diversa quando C>90°, 
Siffatte cose ci si renderanno evidenti ove attentamente ci faremo a conside- 
rare la terza e quarta delle equazioni ". Adunque per uno dei dae trian- 
soli si avrà c>90°,*C>90°, ed a di diversa specie di d, e per |’ altro trian- 
golo cZ90°, C<90°, ed a della stessa specie di bd. 

99. Caso V.° Conoscendo un cateto con l° angolo al medesimo adiacente , 
trovare la ipotenusa, l’altro cateto, e l'angolo a quest ultimo adiacente. 

Se oltre il cateto © si conosca l’ angolo € ad esso adiacente , Si determi- 
neranno gli elementi a, c , 3 con le seguenti equazioni 


cot a=zcot d cos C, tang c=sen b tang C, cos B=cosb sen C, 


le quali agevolmente si ottengono dalla quarta e terza delle (e e dalla se- 
conda delle (1°). 

100. Caso VI.° Dati i due angoli adiacenti alla ipotenusa, trovare i tre 
lati. 

Sieno dati i due angoli B, C; i trelati a, BD, c si troveranno per mezzo 
delle tre equazioni (1%). 

101. Passiamo ora alla risoluzione dei diversi casi dei triangoli sferici 
obliquangoli. 

Caso I.° Dati è latî, trovare i tre angoli. 


4 n: LI 
Sieno dati i tre lati a, 6, c; ponendo a+b-4+-c=2p, i valori di sen 54 


1 1 1° 1 
cos A; sen 3 DB, cos î B; sen 5 Cl, cos 3 C esposti nel capo precedente (91 : 
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(B:*)) diventeranno 


ii 3 de af sen (p—c)sen(p—b) 1 aj sen p sen(p—a) 


cos — A= 
sen b sen c FO sen bsene 


sen (p— a)sen(p—c 1 sen p sen(p—b 
\frbzdeà mi pf 


sen a sen € senasene ? 


15 
sen — sese) 
my 


a ts] 


1 fsen (p—a)sen(p—b) 1 sen p sen(p—c) 
sù 2 G ali sen a sen db STR 2 c=A/ senasend © 


Siffatte formole mentre risolvono compiutamente il caso proposto, riescono 
altresi comode molto pel calcolo dei logaritmi. E qui fa d’ uopo avvertire che 
quantunque dalle prime tre gli elementi incogniti vengano determinati per 
mezzo di un seno, pur tuttavolta non mai può esservi ambiguità alcuna sulla 
specie dei medesimi, poichè si sa che la metà di uno qualunque degli angoli 
del triangolo sferico è sempre <90°. 

Ma le succennate formole , generalmente parlando , si adoperano quando 
deve determinarsi uno soltanto degli angoli incogniti; si comprende infatti che 
esse riescirebbero assai gravose allorchè applicar si volessero al calcolo di tutti 
e tre gli angoli del triangolo. Siamo pertanto di avviso doversi in questo caso 
preferire le altre che or ora dimostreremo. 


1 1 
Dividendo la espressione del sen 5 A per quella del cos 3 A, risulterà 


n 


tan 1 gra afenazoni (p_bd) 
2 sen p sen[p—a) 


1 1 
In simil guisa, dividendo la espressione del sen 5 B per quella del cos 3 B, 


1 
e la espressione del sens C per quella del cos 5 C,si avranno 


1 sen(p—a)sen:p—c) 
t = Be ES 
a V sen p sen (p—d) 


2 senp sen(p—c) 


Di nuovo per la prima di queste tre ultime equazioni dividendo la seconda e 
la terza, con facili riduzioni otterremo 


2 


1 
tang — B tang-- € 
dI sen(p—a) Sg __sen(p—a) 
1 sen(p—b) 1 sen(p—ce) 
tang 3 A aula tang 5 A P_0) 
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Finalmente introducendo in queste invece delle tangenti le cotangenti, si avran» 
no le seguenti elegantissime formole 


cot -—B cot=C 
2 sen(p—b) 2° sen(p—c) 
LL. sla 1. sn p—a! 
cot 3 A ue) cot 34 PRETE 


le quali sono del signor Molweide. Ciò posto, le formole che con più vantag- 
gio si presteranno al calcolo di tutti e tre gli angoli incogniti del triangolo , 
sono evidentemente 

sen p—bisen{p—c) 


t - A== 
ARI 3 . senp sen(p—ra) ? 
1 è (pb 1 1 te 
cot — pese A ian cot — C==cot — AS ci 
2 2° sen(p—a) 2 2° sen(p—a) 


Sia per esempio a=66° 33’, b=75° 27", c=105°27'; siavrà 2p=247° 
27', p=123° 43'30", p—a=57° 10‘ 30”, p—b—=48° 16' 90”, p—re=18° 16° 
30”, e quindi 


Lsenp—b))= 9,8729413 

lsen'p—c))= 9,4963458 
e.lsenp}=c.lsen(180°—p})= 0,0800271 
c. I(sen(p—a))= 0,0755500 


1 

l{tang” 5 A)=19,5248642 
1 

Itang 34 9,7624321 


1 
zA= 30°8/24/,3 
A= 60.6.48, 6 


1 1 
I(cot > A)}=0,2375678 I(cot3 A}=0,2375678 
Isen'p—b))=9,8729413 l'senp—c) )=9,4963458 
c. Isenip—a))=0,0755500 c. I\sen:p—a}}=0,0755300 
sla 1 
lcot= B)=0,1860591 I{cot > C}=9,8094636 


INI mà 9 


1 
-DB=33° 9 9" = 5711'1",5 


2 Ù 
B=66.10.18 C =114.22,3 
Vol. HILL 411 
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102. Caso 1I.° Dati i tre angoli, trovare i tre latî. 
Ponendo A+B+C=2 P, le formole (87) dimostrate nel capo precedente 


si muteranno in 


cus P cos(P—A) i nfees (P—C)cos(P_B) . 
senz a= N —— CT 008 7/03 n ©SIT 
2 sen B sen C 2 sen B sen C 
008. p cos (P_ —b) 1 Se aa), (P—A) )cos(P—C), 
sen — b== — , (085 be 
2 — sen AsenC 2 sen AsenC 
TAR tino 
f- cos Peos(P_—C 1 cos(Pt_A)cosP—_B 
2 sen A sen b 2 sen A sen B 


con le quali resta pienamente risoluto il problema. Pertanto da siffatte equa- 
zioni ricaviamo 
1 — cos P cos .P— A) 
lang — a= aria o 
2 cosl — £)cosl —0) 
CRI ei 
i 1;- — cos P cos(P — B) 
ana — b=N] TTT 
13 cos(P—A)cos(P—C) i 
T_T 
— cos P_cosP—0) 
tang = SENT ehi 
cos(l A)cos, P_ B) 


e quindi 


1 1 
tang 5 cos (PB) ‘92° cotP—0) 


1 cos (PA) / 1 T cosp_A) 
tang 4 tang 3° 


Laonde, ove si cerchino tutti e tre i lati incogniti, le formole da usarsi a pre- 


ferenza saranno 


— cos P cos P—A) 
tang = 0=N AGITATA? 
2 cos AT C} 
1 cos(P—B) 1 UA) 


1 
tang 3 b=ztang 5 , lang - 5 cezlang 3,4 


cos(P—A)” cos(P—A) 
103. Caso II1.° Dati due lati e l’angolo fra essi compreso, trovare il terzo 


lato e gli angoli a questo adiacenti. 
I: Soruzione. Dati sieno i lati a, d, e l’angolo € fra essi compreso ; 


il terzo lato c si troverà per mezzo della equazione 
cos e—cosa cos b+sen a sen d cos € 


che immediatamente ricavasi dalla terza delle (£) dimostrate nel numero 87, 
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e gli angoli 4, B si otterranno per mezzo delle equazioni 


cota sen D— cos C cos b 


cot A= 
sen C i 
cot b sena—cos C cosa 
: cot B— 5 
senC 


le quali si ricavano agevolmente dalla ultima e dalla quarta delle (B'") espo- 
ste pel numero 90. 

Queste formole non sono comode pel calcolo logaritmico; ma eseguendo 
sopra esse alcune modificazioni, se ne possono dedurre altre le quali opportu- 
nissime riescano pel calcolo suddetto quantunque volte non si cerchino tutti e 
tre gli elementi incogniti c, 4, 2. 

In primo luogo, se si domanda il solo angolo A, ovvero l'angolo 4 in- 
sieme col lato c, ponendo tang g=tang a cos C, donde cot a=cos € cot d, ove 
@ dinota un angolo da determinarsi per mezzo di questa relazione, la equazione 


cota senb—cos € cos db 


cot A= ’ 


senC 


cosCcot e senb—cosCcosb cos C 


si muterà ( 53:(13)) in cotA— COLE seri bh 
\ Mal) sen C sen c| dà 


ai 


cot C col 
— cosb) = cos senb— cos b seng)= —— sen (b—6), per cui si 
) sen @ dl 9) sen @ | 2). 1 
otterrà l'angolo A dalle seguenti equazioni 
t t C,cot A pel (6 
ang @==tang a cos C, cot A= sen (b—-9). 
g g=lang ”"-: ©) 


Ma volendosi insieme con A determinare il terzo lato c, s introdurrà primiera- 
mente l’angolo © nella equazione 


cos easen a sen D cos C4-cos a cos d 


x 


in modo che si abbia (53 : (14)) cosc=sen a cosC (sen b+cot 9 cos 6) = 


sen a cos € sen a cost x 
== —__ (sen 9 sen b4-cos $ cos b= ——— cos( b—@), quindi que- 
seno sen ® 


ot C 


i REMO NOR c : È 7 
sfa equazione si dividerà per l’altra cot A= sen (b—) in guisa che ri- 
seno | 


sence sen A 


. cos € 5 3 
sulti "ri senC cot (b—9) sena, dalla quale, sostituendo ——— al sen € : 
e sen a 


si otterrà dietro facili riduzioni cot e=zcos 4 cot (b—). Laonde per calco- 
lare gli elementi 4, c potranao adoperarsi le tre formole che seguono 


Pi 


cot € ) ; 
lang 9==lang a cosC , cot A= Tag ea , cote=cos A cot (b—-q). 
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Che se si volesse determinare il solo lato c; facendo tang g=ztang a cos C, 
donde sen a cos C=cos a tang @ , la equazione 


cos cesena sen b cos C4+-cosa cos d 


si muterebbe nell’ altra seguente cos € = cos a ( tang 9 sen d +- cos È) 


cos a, | cosa 

ss { sen g senb4cos 9 cos bjy== ——, €08 (b—q). Per la qual cosa, al- 
cos © cos © 

Jorchè non si cercasse che il solo lato c, potrebbe esso calcolarsi assai comoda - 


mente per mezzo delle due equazioni 


cosa 
tang 9==tang a cos È, cos e= o cos (b(—9). 


104. I1.2 SoLuzione. Le quattro formole del Nepero debbono preferirsi 
alle precedenti nelle applicazioni numeriche , allorchè si cercano tutti e tre 
gli elementi incogniti 4, B,c, ovvero i due angoli 4, B. Perocchè determi- 
nando questi ultimi per mezzo delle due prime nel modo già indicato sopra (93), 
il terzo lato c si determinerà con una delle due rimanenti, per esempio con 


1 
Z(4--B 
senz (A ) 


1 
tang z{a—b)= tang “ia 


senz (A4-B) 


la quale dà 
sen E (A+) 


tanga, n tang 5 (ab). 


sen z(4A_8) 


105. Caso IV.° Dati due angoli ed il lato fra essi compreso , trovare il 
terzo angolo e gli altri due lati. 

1.2 Soruzione. Sieno dati gli angoli A, 8, e dato sia pure il lato c che 
fra questi si comprende; il terzo angolo € si troverà mediante la equazione 


cos C=sen A sen B cos c—-cos Acos B, 


la quale si deduce dalla terza delle formole (8') esposte nel numero 88, e gli 
altri due lati a, 6 si conosceranno per mezzo delle equazioni 


cot A sen B4-cos B cos e 
> 


colt a= 
sene 
cot B sen A-+cos A cose 
cot be h 
sen € 


le quali con molta agevolezza si deducono dalle due prime delle equazioni (£"”) 
dimostrate nel numero 90. 
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Queste formole però possono rendersi assai più comode pei logaritmi, ed 
utilmente servire alla soluzione del caso proposto quante volte si cerca uno 
dei due lati per esempio a, o il lato a ed il terzo angolo C, o finalmente il solo 


angolo C. i | l 
Vogliasi primieramente determinare il lato a. Nella equazione 


cot A sen B+-cos e cos B 
sen c 


cola= 


facendo cot A==cos c tango, si avrà cot a=cot € (tango sen B + cos B)= 


cot 
0° cos (B—9). Adunque allorchè non si 
cos 


vuole che il solo lato a, questo si troverà calcolando le seguenti equazioni 


ci ( B-+-cos 9 cos B) 
== —— ({sScno sen co (0) es 
cos i 9 


cote 
cot @==cos e tang A, cota=-— cosB—9). 
coso 


Ma volendo insieme con a determinare il terzo angolo €, dividasi per 


sen Ala equazione 
cos C==sen A sen B cos cT—-cos A cos B 


a fine d’introdurvi l'angolo ausiliario @ sostituendo alla cot A il suo valore 
cos C 


cosce 
cosc tang@;sarà ==c0sc (senB—tang 9 cos B)= —— (senBcosp—sengcos Bj= 
oso 


cos 5 sen A cose tl 
=-— sen(B—@), donde co.C= —— — sen(B—@). Dividendo questa equa- 
cos cos 9 RA, 


; cot . ; : : 
zione per l’altra cota=-—— cos(B—@) in maniera che si abbia =>, 
cos cot a 


sen C sen a 


==scnA senc tang (B—9),e sostituendo in questa a senA il suo valore 
sen c 


si otterrà dietro qualche riduzione cot C=cos a tang (B—9). Le formole dun- 
que che determinano gli elementi a, € sono 


cote 
cot @==cos ctang A, cota=-— cos(B—q), cot C==cosa tang (B—9). 
coso 


Infine volendosi calcolare il solo angolo C, nella equazione 
cos C==sen A sen B cos c—cos A cos B 
supponendo col @=cos c tang A, dopde sen A cos e==cos A col @ ; si avrà cosC= 


sen(B—9); e però le due formole per otte- 


cos A 
= cos A (cot 9 sen B—cos B)= 

sen 
nere l’ angolo € saranno 


cos À 
cot @==cos ctang A, cos C=-—— sen(B—%., 
9 g 2 sen ® ( 9; 


106. Il.* Souzione. Le quattro formole di Nepero risolvono questo 
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quarto caso comodamente quantunque volte si cerchino tutti e tre gli elementi 
incogniti a, d, C, ovvero i due a, d. Questi ultimi si calcoleranno con molta 
agevolezza mediante le due ultime, dopo di che si otterrà C per mezzo di una 
delle due prime, per esempio 


| sen- (ab) { 
tang 5 (4—-B= è 5 C. 
senz (a+-5) 


Infatti da questa si deduce 


I 
sen = (add) 


cot— Ca 
1 
Ù sen = (a—b) 


9 \ 


ta z (AB 
9q . 


107. Caso V.° Dati due lati con un angolo opposto ad uno di essi, tro- 
vare gli altri due angoli ed il terzo lato. 

Sieno dati i due lati a, d con l'angolo A opposto al lato a. Sarà B dato 
dalla equazione 


sen A sen d 


sen B—= 
sen a 


soluzione ambigua. L’ angolo € sarà dato dalla equazione (90 : (2) ) 
cos C cos b=cot a sen b—cot A sen C=cot a sen b—cot 4 Vi1—-cos°C, 


che è di secondo grado per rapporto al cos C incognito. Finalmente si troverà 
c per mezzo della equazione (87 : (8) 


cos a=sen D sen e cos A--cos d cos e=sen b VA—-cos°c cos A-+-cos db cos c, 


la quale è pure di secondo grado per rapporto all’ incognito cos c. 

Dal detto conseguita che in generale questo caso ha due soluzioni, po- 
tendo gli elementi incogniti 8, C, c avere due valori, i quali soddisfacciano 
ugualmente alle condizioni del problema. 

L'angolo € si può agevolmente ottenere mediante un angolo ausiliario 
nella guisa seguente. Nella seconda delle equazioni addotte quì sopra pongasi 
cot A=cos b cot 9, essa diventerà cos C cos b==cot a sen b—cos b co gsen C, 


i cos 5 3 : 

donde cot a sen b=cos b(cos C+cot 9 sen C)= —-— isen @ cus C+cos q sen C)= 
sa seno 

sen (C+-9). Per la qual cosa , sarà 


sen © 
seno tangq d 
a 


sen (C+9)= 


tanga 
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essendo © determinato dalla equazione 
tang @—= cos bd tany A. 
Calcolando perciò prima il valore di 9, si otterrà dietro questo il valore 
C+, e quindi quello di €. 
Anche il lato c può otienersi comodamente per mezzo di un angolo au- 
siliario. Infatti nella equazione 


cos a=sen b sen c ros A4-cos b cos c 
supponendo cos d lung e==sen b cos A, fatte le opportune riduzioni , avremo 


, cos a CIS © 
cos (nd i 
cos db 


Da questa equazione , conosciuto prima il valore di © dall’ altra 
lang q=tang beos A, 
si otterrà il valore di c—g, e quindi quello di c. È inutile avvertire non do- 
versi il presente angolo 9 confondere col precedente. 
Sembra a primo aspetto che la formola precedente, determinando illato c 
per mezzo di un coseno, smentisca la suecennata ambiguità per rispetto a 
questo lato. Ma ove si rifletta essere (43) cos (c—9)==005 (0—c), secondo la du- 
plice supposizione di 
cos (c—-9) cos a cos @ 
cos(e—c) (= cosò 


si avranno per c due differenti valori, cioè e=(c—0) +0, e=o—-(o_c). Così 
supponendo che dal calcolo risulti g=72°, e che l'arco che ha per coseno la 
espressione -_222°î gia di 350, si avrà c=35°+720=107°, e c=72°— 
cos d 
— 35° = 370. 
108. Caso VI.® Dati due angoli con un lato opposto ad uno di essi, tro- 
vare gli altri due lati ed il terzo angolo. 


Gli angoli dati sieno A, B, ed a sia il lato dato, Il lato d si avrà dalla 
equazione 


2 


sen a sen B 
senb== —___ 
sen A 


Il lato c dipende dalla prima delle equazioni (B") dimostrate nel numero 90, 
che si può scrivere nel modo seguente 
col a sen c—cos B cos c=cot A sen B, 
dalla quale si otterrà e mediante un angolo ausiliario © determinato da 
(anq@=c0s B tanga, 
per cui essa diviene 
sen o lan fp 
sen (c—q)= SA A 


Lang A 
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Da ultimo l'angolo C si otterrà dalla prima delle equazioni (8°) dimostrate nel 
numero 88, che si può scrivere come segue 


cos A==sen B sen C cos a—cos B cos €, 
e che, ponendo 
cot =tang Bcosa, 
diviene 
sen To 
cos B 

Questo sesto caso , come il quinto , è in generale suscettibile di due solu2ioni. 
109. Resterebbe ora a vedere in quali circostanze questi due ultimi casi 
ammettono realmente una doppia soluzione , in quali ne ammettono una sol- 
tanto, ed in quali nessuna : ma la brevità prefissa a siffatti elementi del tutto 
cel vieta. Quei studiosi peraltro che non volessero restar privi di tali cogni- 
zioni potrebbero consultare la Trigonometria del Legendre ai numeri XC, 
XCI: quella del Bertrand alla sezione V : e quella soprattutto del Signor Aman- 
te ai f.' 49 e seguenti. I quadri generali dei criterii atti a distinguere le so- 
luzioni doppie dalle semplici che quest’ ultimo autore deduce dalla sua discus- 
sione sopra i due casi dubbii V.° e VI.° sono i più completi, ed insieme i più 
esatti di quanti se ne trovano nei varii trattati di Trigonometria j essi sono 1 


seguenti 
NeL V.° Caso 


Qualunque  f a>d adb<180° \ uri : « { B<90° 
cio A ab, a-t-b>180° si avrà una soluzione, e sarà 390° 
6 a<b, a+b<180° si avranno due soluzioni 
Se A<90°, ed ei a-+b%>180° non si avrà soluzione alcuna 
a>b, a+b>180° si avranno due soluzioni 
Se A>90°, ed { a<b, a+b<180° non si avrà soluzione alcuna 


Se sen a<sen A sen d non si avrà soluzione alcuna. 


[e°] 


Net VI.° Caso 


il { peri da } si avrà una soluzione, e sarà {Zoo 
bi , 


‘ A>B, 4-4-B>180° si avranno due soluzioni 
Se a>90°, ed (IZ a inli808 non si avrà soluzione alcuna 


A<B, A+-B<180° sì avranno due soluzioni 
A>B, A+B>180° non si avrà soluzione alcuna 


Se sen A<sen a sen B non si avrà soluzione alcuna. 


Se a<90°, ed { 


FINE DELLA TRIGONOMETRIA. 


LIBRO SESTO 


GIOLIIZTA AMALILICA 


CAPO L1 


DEL MODO DI COSTRUIRE GEOMETRICAMENTE LE ESPRESSIONI ALGEBRICHE 
DEL PRIMO E SECONDO GRADO. 


110. Indicando con lettere la Iunghezza delle diverse linee che entrano 
in un problema geometrico , e facendo uso dei teoremi e delle verità insegna- 
te nella Geometria , potranno esprimersi con equazioni algebriche le relazioni 
che legano fra loro le linee date con quelle che si cercano. Risolvendo quindi 
siffatte equazioni, sostituendo nelle espressioni algebriche finali alie lettere i loro 
valori numerici , ed infine eseguendo i calcoli indicati, si otterranno i valori 
delle linee cercate. Ma la stessa Geometria può somministrarci il mezzo di de- 
durre dalle semplici formole algebriche dei metodi puramente geometrici, con 
cui poter trovare i valori delle incognite evitando qualunque operazione nu- 
merica. Questa parte finale della risoluzione dei problemi geometrici che si 
risolvono per mezzo dell’ Algebra, è conosciuta sotto il nome di costruzione 
delle formole algebriche. Prima però di cominciare ad esporne le regole fa 
d’ uopo dare un cenno intorno ad un importantissimo principio , il quale ri- 
guarda la interpetrazione che deve darsi alle incognite allorchè i loro valori 
risultano negalivi, 

111. Facendo uso dell’ Algebra per trattare un quesito numerico , spes- 
se fiate s’ incontrano per le incognite dei valori negativi. Questi valori non 
convengono al quesito preso con tutte le restrizioni contenute nel suo enun- 
ciato, o con quelle che alcune volte vi s' introducono mediante certe supposi- 
zioni che si fanno o nel principio o nel corso del calcolo; perciò poi che è 
detto nell’ Algebra agevolmente comprendesi come , cangiando nelle equazio- 
ni il segno alle lettere che rappresentano le incognite, possano togliersi que- 
ste differenti specie di restrizioni. Siffatte considerazioni hanno luogo ezian- 
dio nei problemi geometrici che si risolvono per mezzo dell’ Algebra, come 
cel farà chiaramente vedere il seguente esempio. 

Dividere una retta data in media ed estrema ragione. 

Indicando con ala retta data e con x il segmento maggiore , 1’ altro seg 
mento sarà a—x, e l’ enunciato del problema darà la proporzione 


ci 


a—-x:a=%:a, ovvero la equazione a°=ala—x)=4°—a%, 
Vol. II. 12 


90 


della quale le radici sone 


a fap a MOR. 

L= FuLa V a +7 ae NIC +5) 
Il secondo valore è negativo , e non conviene in modo alcuno al problema , 
poichè è evidente che il cercato segmento non può non essere una quantità 
positiva. Non ha dunque luogo che la sola prima soluzione ; ed è chiaro che 
quando si sarà espressa in numeri la linea data per mezzo di una determinata 
unità di lunghezza , non rimarrà a fare altro che eseguire i calcoli indicati 
nella formola a fine di conoscere il numero delle unità lineari che si conten- 
gono nel cercato segmento. 

Ma indipendentemente ancora dal calcolo possiamo trovare questo seg- 
mento con una semplice costruzione geometrica indicata dalla stessa formola 
algebrica. Dalla estremità B della data retta AB ( fig. 8.°) s'innalzi la per- 
pendicolare BC uguale alla metà di AB, e si conduca AC; si otterrà AC= 


—- NI Ge . Descrivendo poi dal punto C come centro, € col raggio BG 


una circonferenza che sechi AC in D, sarà evidentemente 


ap=A/( de 1) —_ 5 - 


dunque x=AD. Così per risolvere il proposto problema non rimarrà che por- 
tare AD iu AM sopra AB. E qui si osservi che siffatta costruzione è quella 
stessa della quale abbiamo fatto uso nella Geometria (369°). 

La circonferenza descritta col centro C taglia il prolungamento di AC in 
D', e portando AD' in AM' sopra AB prolungata , si otterrà 


AM=AD'=Af (+ 5) deb 


adunque il secondo valore è r=—AM'. Vediamo pertanto qual senso possa al- 
tribuirsi a questo valore negativo. Nella equazione 
ezatar... 1 


mutando il segno alla quantità incognita x, essa diviene 
a20-+ax . .. (2), 


alla quale dovrà necessariamente soddisfare il valore 


a 7 a 
= ab — ]. 
a Al ( + D) 
Ora la equazione (2) è quella stessa che si sarebbe ottenuta ove si fosse cerca- 


to sol prolungamento della retta AB verso X un punto M' tale che fosse la di- 
stanza AM' media proporzionale tra la distanza BM' e la data retta AB. Quin- 


di 


di si deduce che portando il valore positivo di x dalla parte AB alla destra del 
punto A, ed il valore negativo di x dalla parte AX alla sinistra del punto A, 
si avranno tutte le soluzioni del problema proposto che perciò si potrà rendere 
più generale enunciandolo nella seguente guisa: sopra una retta indefinita 
che passa per due punti dato A, B determinare un punto la cui distanza dal 
punto A sia media proporzionale tra la sua distanza dall'altro punto B, e la 
distanza data AB. 

Questo enunciato, com’ è evidente, non è soggetto alla restrizione , la 
quale esigeva che il punto richiesto si trovasse fra A e B, e non altrove. Sup- 
ponendo adunque che il problema sia stato proposto sotto quest’ ultimo enun- 
ciato , cerchiamone la soluzione. A tal fine consideriamo il problema come 
risoluto, e supponiamo il punto M soddisfare a tutte le condizioni richieste ; la 
incognita sarà AM=x , la equazione alla quale si darà luogo sarà la stessa 
equazione (1), ed i medesimi saranno per conseguenza i valori di x. Ma é 
chiaro che noi in tal modo abbiamo fin dal principio introdotto una restrizio- 
ne estranea all’ enunciato , poichè abbiamo sottoposto i nostri calcoli alla sup- 
posizione che il punto cercato M fosse situato fra A e B. Il valore positivo di 
x è il solo che corrisponde a una tale supposizione, mentre il valore negati- 
vo di & preso positivamente è quello che si sarebbe ottenuto se nel risolvere 
il problema avessimo supposto il punto cercato in M'; infatti in questa secon- 
da ipotesi si sarebbe dato luogo alla equazione (2), le cui radici sono le stes- 
se che quelle della equazione (1), ma con segni contrarii. 

Per siffatta guisa il valore negativo delia incognita serve talvolta a ren- 
dere completa la risoluzione di un problema, di cui il proposto quesito non è 
che un caso particolare, e talvolta serve altresì a togliere una restrizione in- 
trodotta a fine di agevolare i ragionamenti ed i calcoli. In tutti i casi però fa 
d’ uopo osservare che la grandezza assoluta di questo valore si porta dalla par- 
te opposta a quella in cui doveva essere situata la distanza cercata. In conse- 
guenza di ciò stabiliremo il seguente principio : allorché si fa uso dell’Algebra 
per risolvere un problema geometrico, se per incognita siasi presa una distanza 
computata sopra una data retta a partire da un punto fisso situato su questa 
Stessa retta, i valori negativi della medesima incognita dovranno prendersi in 
un senso del tutto contrario a quello , nel quale si è supposto situata quella di- 
stanza. Un tal principio quantunque non trovisi nel numero di quelli che pos- 
sono dimostrarsi a priori, si fa nondimeno abbastanza chiaro per analogia a 
per estensione d'idee , e trovasi inoltre confermato da un gran nomero di ap- 
plicazioni. 

112. Passiamo adesso ad esporre le regole generali per la costruzione 
delle formole algebriche. 

Date le linee rette espresse con le lettere a, 5, c,d,..., costruire 
gl’ infraseritti valori di x, ovvero, che è lo stesso, determinare quelle rette , 
le quali corrispondono ai seguenti valori di x 


ab abed ab+-cd h°4k° abc 4+-hki 
s=—,g= - E I a 


SE E gi 
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1.° Si trovi (367°) la quarta proporzionale dopo le rettec, a, d, ed es- 
sa corrisponderà al primo dei proposti valori di #. In simil guisa si costruirà 
il valore 
RR (h+-k)( h—k) 


a-b ab 


2 ; : b . d . 

2.° Avendo determinato (1.°) il valore di ie e quello di v= 3 ; il 
e 

secondo tra i proposti valori di x potrà scriversi così =, del quale la co- 

struzione dipende dalla precedente. 


. - ; ab 
3.° Per ciò che si appartiene al terzo valore, ponendo (1.°) —=p, esso 
e 


sì ridurrà ad «= dra , che si costruirà pure come sopra (Li): 

4.° Il quarto valore si costruirà determinando primieramente (374*:1 9) 
una retta g tale che sia g°=h°-+k?, e quindi trovando la terza proporzionale 
dopo c, g, ovvero, che è lo stesso, la quarta dopo c, 9, 9- 

ab eg df î no: 

5.° Ponendo (1.°)p=—,g= >; =; il quinto valore si muterà in 

ept+hk o... CODE DR. A 
a= pia? di cui la costruzione si eseguirà come sopra (3.°). 

Con questi metodi si costruiscono quei valori delle quantità incognite , 
i quali si ottengono dal risolvere le equazioni determinate del primo grado : 
tutta l’arte che si adopera in siffatte costruzioni consiste in ridurre i numera- 
tori delle frazioni a due fattori linzari ossia di primo grado, ed i denomina- 
tori ad uno. 


413. Per costruire la formola 
a—a—b4+cdqe-f4 . . - 


si riuniranno tutte le quantità negative a fine di dare alla espressione la for- 


ma seguente 
a=(a-4cte+ - - A+d4/+ .. «le 


Essa rappresenta in tal guisa la differenza fra la somma delle rette a, c, €,... 
e quella delle rette d, d,f, - + Si prenderà dunque sopra una retta indefini- 
ta AD (fig. 9.°) a partire dal punto A, AB=a, BC=c, CD=e, e supponendo 
che non vi sieno che queste tre rette , sarà AD=a+c-+e. Si porterà quindi, 
da D verso A DE=b, EF=d , FH=f, e così sarà DH=b+-d-4-f, e si otterrà 


AH=AD—DH=(a+c-e)—(b+d4-f)=%. 


Sarà dunque AH la linea domandata. Si terrebbe lo stesso metodo qualo- 
ra si avesse un maggior numero di linee. E qui non sarà inutile l’osservare 
che effettuandosi l’addizione da sinistra a destra , la sottrazione dovrà effet- 
tuarsi da destra a sinistra , in guisa che ove sia b4-d+f4-...Datetet..3 
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la differenza negativa x si prenderà , a partire ancora dal punto A, nella di- 
rezione AD’ contraria a quella di AD. 
114. Dal detto nel numero 112 è chiaro che per costruire il seguente 
valore 
an bm*® em 


+ 
n 


ni n? 


basterebbe cercare delle quarte proporzionali. Ma in questo caso le costruzio- 
ni possono eseguirsi con non poca eleganza come segue. Sieno (fig. 10.°) 
RM=m, e RN=n: si faccia un angolo qualunque RNS, si conduca MT pa- 
rallela ad NS, si prenda NA=a, e si congiunga il punto R col punto A_ con 
la retta RA che secherà MT in F; si avrà 

am 


RN: RM=NA : MF, ossia n: ma: MP=— . 
n 
Si conduca ora FF’ parallelamente ad RN, e si prenda F'B=b; sarà NB= 
=MF+F'B= es: e siccome congiungendo il punto R col punto B con la 
n 
retta RB che taglierà in G la MT, si ha la proporzione 
RN: RM=NB : MG, ossia n:m= È 4+b: MG, 
n 


perciò si otterrà 


Finalmente conducendo GG’ parallela ad RN e prendendo G'C=c in modo che 
i am bm ; i ; 
sia NC=MG+G'C= i ala SERALI. » dopo di aver congiunto il punto R col 


punto C con la retta RC che taglierà in H la MT , si avrà 


an? bm 


RN: RM=NC: MH, ossia n:m= -—--4-— +c: MH, 
n 


n° 
e quindi 
3 2 
am bm em 
nì n° Le n 


115. Vogliansi ora costruire i seguenti valori 
=Vab, a=\Va+o +e, a=/abbik, 
a=Va 46h —k, N @4-VIFF ; 


ì quali si ottengono dal risolvere le equazioni determfinate del secondo grado. 
4.° Si costruisce il primo determinando (244*. 368*) la media propor- 
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zionale fra a € D, nel qual modo si può pure costruire il valore 
3=VF=R = VIFRISE. 

9° Il secondo valore si costruirà facilmente dietro ciò che è detto in Geo- 

metria (374%: 1.0 e corrispondente nota ). 
; ) È hk i 
3.0 Per ciò che riguarda il terzo, se si fa (112: 1.°) u= — , esso si mu- 
a 

terà in x«=\Va(6+u), che si costruirà come sopra (di 

4.°Ponendo a +b°=p",h°+k°=g?,il quarto valore diventeràx=\/p*î—9"> 
il quale già si sa (1.°) costruire. 


x ._ NR 
5.° Resta ora a costruire il quinto : facendo perciò cain. sarà q= 


VEST VETTE; di nuovo facendo (2.°) Vg*+%*=P, sarà o=/a*+kp ; € 
finalmente facendo (1.°) kp=g°, sarà x=Va* +9"; che si sa costruire. 

116. Posto ciò, proponiamoci di costruire un valore complicato qualun- 
que , come per esempio 


e end 


282 2 4 
n de, nJh babe +04 
27 T 


b 


___——————————————————& 


ac+b? 


Si trasformi in primo luogo la quantità che è sotto il radicale in una 
frazione, di cui il numeratore e il denominatore sieno prodotti di linee , fa- 
cendo perciò a°b°=c"m , abe?=cn, ?—=cp ; avremo 


ac cim_n+ce) _ac {em-n+0) 
do — —_—__—— I x 
Ù V c(a+p) DT V atp 
Si cerchino per mezzo di quarte proporzionali due linee q , g! uguali rispetti- 
c(m—n+c) 
a4p 


; si avrà 


ac 
vamente ad T? eda 


a=qt+ Veg. 
Infine essendo v una media proporzionale fra c e g', si troverà 


o=q+v, 
e non si dovrà fare altro che sommare le due linee g e v. Quanto poi alle li- 
nee rappresentate da m , n, p, esse si trovano per mezzo di quarte propor- 
zionali ; poichè abbiamo 
ab? ab b° 


naz fas 
9 bj 
o P 


mez =. 
CH) 
* 


117. Le costruzioni non presenterebbero maggiori difficoltà ove i radi- 
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cali avessero per indice una potenza del numero 2. Sia per esempio 
PE 
POE e 
a a +6? È 
La quantità che sta sotto il radicale può agevolmente trasformarsi in un pro- 
dotto di quattro fatlori semplici. Infatti facendo b'=a?m, b’=a°n, si avrà 


C) 


(ea e” ” 
E Viliani, Ape 


a(atm) © atm 
i a(a—3m+n) 
e rappresentando con p la quarta proporzionale i , e consla me- 
a}-m 


dia proporzionale Vap, si otterrà 


4 —" ; - _ 
cs Va'p “i a Va'p =Navp= Vas. 


Ciò posto, non altro dovrà farsi che cercare la media proporzionale fra a ed s. 
118. Le equazioni del secondo grado si riducono agevolmente alla forma 


LCbax=q. 
Se a ed x esprimono linee, la omogeneità esige che 9g, astrazion fatta dal suo 
segno , rappresenti una superficie, o un prodotto di due linee. Sia b? il qua- 
drato equivalente, e facciamo nella equazione tutte le combinazioni che pos- 
sono risultare dai segui dei suoi termini ; si avranno le quattro seguenti equa- 
zioni 


o -ax=—b?...(1),2a°-+ax=—b...(2), 
v_-ar= db... (3), e°+ax= b...(4). 


Risolveudole, non si otterrebbero per x che radicali del secondo grado; ma 
ciò che quì fa d’ uopo osservare si è che non è necessario risolvere le equa- 
zioni per poterne costruire le radici. 

Infatti la equazione (1) scritta sotto la forma 


xc(a—-a)=b?, 


prova che 2, ed a—x sono due linee, delle quali la somma è uguale ad una 
lunghezza data a, ed il rettangolo è uguale ad un dato quadrato 0°. Si de- 
scriverà dunque un semicerchio sopra il diametro AB=a (fig. 11.°), poscia 
perpendicolarmente ad AB s' innalzerà BC=6, si condurrà quindi parallela 
ad AB Ja retta CF che secherà la semicirconferenza in D , e finalmente si ab- 
basserà DE perpendicolare sopra AB. I segmenti BE ed AE saranno i valori 
della incognita. Infatti se x è uno dei segmenti, l’ altro sarà a—x. Ora si sa 
che BEXAE—=(DE)? ; dunque x(a—x)=b?, che era la equazione da risolver- 


; i i De , 
si. Se BC= 5 AB, ossia se d°= vi a°, la CF diviene tangente, ed i due seg- 
dm A 
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menti BE, AE risulteranno uguali : questo caso corrisponde a quello in cuile 


radici della equazione sono uguali. Ma se BU> 5 AB, o, che è lo stesso, d°> 
1 3 ; PR a 
> - a?, la retta CF non incontrerà la semicirconferenza, circostanza che cor- 


risponde al caso delle radici immaginarie. 

La equazione (2) non ha radici positive. Mutando in essa «in — x, Si 
avrà x2—ax=—b? che è la (1). Adunque dopo aver trovato le radici di que- 
sta, sarà necessario dar loro il segno —. 

La equazione (3) può scriversi come segue 


xr(e—a)=b°. 


Sotto una tal forma chiaro apparisce che 2 ed x«—a sono due linee , delle 
quali la differenza è uguale ad a, ed il rettangolo uguale a 6°. Per trovarle, 
si descriva un cerchio sopra il diametro AB=a ( fig. 12.°), quindi si condu- 
ca la tangente BC—b, e si tiri la secante CDE pel punto C e pel centro. I va- 
lori di x saranno «=CE, «=—CD, poichè ponendo ciascuno di essi nella 
equazione x(x—a)=b°, si avrà la uguaglianza CDXCE=(BC)?, la quale è 
dimostrata in Geometria. 

La equazione (4) ha per radici quelle della equazione (3) prese con se- 
gni contrarii ; per conseguenza i valori di x sono a=CD, a=—CE. 


CAPO IL 


DELLA RISOLUZIONE DI ALCUNI PROBLEMI GEOMETRICI SECONDO LE TEORIE 
ESPOSTE NEL CAPO PRECEDENTE. 


119, Passiamo nel presente capo a fare uso delle costruzioni delle for- 
mole algebriche del primo e secondo grado nella risoluzione dei seguenti pro- 
blemi geometrici. 

Probi. 1.° Determinare il valore del lato di un quadrato iscritto in un da- 
to triangolo. 

Sia ABC ( fig. 13.°) il triangolo dato. Supponiamo che il quadrato sia 
iscritto, e che EG ne sia il lato. Abbassando la perpendicolare CD, e facen- 
do AB=a, CD=h, ed EG—x, avremo GH=FH=EF=EG=]D=x, e per- 
ciò CI=CD—ID=h—a. Ciò posto , poichè si ha 


CA: CE=AB: EF=CD: CI, sarà a: a©l: h_a, 
donde si dedurrà 


h 
alh—x)=hx , ovvero ah=x(a+h) ; ed infine a= a 


a4h 


Prolungando dunque AB, e prendendo DP=AB, PO=CD, si unirà il punto 
C col punto Q con la retta CQ, e quindi pel punto P si condurrà PI paralle- 
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la a CO; sarà ID il lato @ del cercato quadrato, poichè i dae triangoli DOC 
DPI, essendo simili per costruzione, daranno la seguente proporzione sii 


DP.DC ah 


DO : DP=DC: DI, donde DI= —‘—- _, 
DO ath 


1 120. Probl. 2.° Dato un triangolo qualunque, cangiarlo in un triangolo 

equilatero equivalente. 

Sia ABC ( fig. 14) il triangolo dato, la sua base AC=m , e la sua al- 
tezza BD=n. L'area di un qualunque triangolo può (86) esprimersi con 


s= Vp(p—ap—b)}p—c), 


a+b4e 
2 

cessaria acciocchè nel nostro caso il nuovo triangolo sia equilatero è che a=b=c; 

introducendo adunque una tal condizione nel secondo membro della equazio- 


in cui a, bd, c sono i lati del triangolo, e pa + Ma la condizione ne- 


. ' mn 
ne, ed avvertendo essere il primo membro uguale ad 3? si otterrà 


mn da aaa dai a _ 
TN(FIV) E V3, 


da cui si dedurrà per il lato del cercato triangolo equilatero 


=N(G3) 


A fine di costruire il valore rappresentato da questa espressione, si prenderà 
nella perpendicolare BD una lunghezza DF=1; quindi fatto centro in F, e 
con un raggio FG=2 si segnerà un punto G sopra il lato AC prolungato se 
fia bisogno; unendo poscia il punto F col punto G con la retta FG, si avrà 


DG=V(F6Y-{FDy=V3 
Ciò fatto, prolungando la base AC indefinitamente, prendendo DH=2AC—2m, 


e conducendo dal punto M una parallela MN ad FG; i triangoli simili DFG, 
DMN daranno 
DM.DF _2m 


DG : DM=DF : DN, donde DN= DEE E ’ 
e perciò sarà cul 
as VDN-=x = VDN.BD. 


Non rimane ora che trovare una media proporzionale tra BD e DN, la quale 
sarà il lato del cercato triangolo equilatero. A tal fine sopra BD come diame- 
tro si descriva una semicirconferenza, dal punto N s' innalzi la perpendico- 
lare NP, e si congiunga il punto P col punto D con la corda PD ; sarà questa 
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corda il lato del triangolo equilatero equivalente al triangolo dato, Imperocché 
si sa dalla Geometria essere BD : DP=DP : DN, donde 


2 
DP=yDN.MD=Af (FE 1 


121. Probl. 3.° Dividere un triangolo con una parallela alla base in due 
parti, le quali stiano fra loro nel rapporto di m ad n. 

Chiamiamo a la base AC ( fig. 15.°) del dato triangolo ABC, ed h V'al- 
tezza BD. Supponiamo che G sia il punto per dove facendo passare la paralle- 
la EF, questa divida il triangolo nel rapporto di mad n. La quantità inco- 
gnita sarà dunque BG : ponendola uguale ad x, poichè 


AC : EF=BD : BG, ovvero a: EF—=h : ©, 


n 


DA Ora per condizione del problema 


h.E 
avremo 1= 
a 
1 1 
ACFE: BEF=nm: n, ossia (339*) gl (a+EF);zo.EF=m: n, 


donde uguagliando il prodotto dei medii a quello degli estremi 
h—-a 
nh—x)(a+EF)=ma.EF, e perciò EF= Sa ; 


adunque sostiluendo si otterrà 


_h nalh—2) nhh—x) 


di ma—n(h—x) Fi ma—-n(h—ax) Ù 
da cui si dedorrà 


he? 
(mne =nh, e quindi a+ VASI 
mn 


Per costruire questo valore s' innalzerà sopra AD=m+n (fig. 16.°) una per- 
pendicolare DB=h, ed alla estremità B della DB si farà l'angolo retto ABC; 
così la retta BC incontrando il prolungamento di AD, determinerà in esso la 


parte DC che avrà per espressione 
ni 


nale dopo AD=m+n, e DB=h. Ciò posto, prendendo DE=n, e sopra EG 
come diametro descrivendo il semicerchio EFC, sarà DF il cercato valore 
di x. Imperocché la proporzione 


. Infatti DC è una terza proporzio- 
n 


h° 
DC : DF=DF: DE, ovvero —: DF=DF : 1 


mn 


dà 


2 


kh” da 
(DFT= 3 , donde DE=+A/ di =. 
ma mta 
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Il valore negativo di DF, o meglio di BG, corrisponde a BG' nel triangolo 
A'BC' uguale ed opposto al vertice al triangolo dato ABC. 

122. Probl. 4.° Sopra una data retta come ipotenusa descrivere un trian- 
golo rettangolo in modo che uno dei caleti sia medio proporzionale fra la ‘po- 
tenusa e l’ altro cateto, 

Sia AB (fig. 17.°) la retta data, sopra la quale come ipotenusa si voglia 
descrivere il triangolo rettangolo AEB in guisa che si abbia 


AB :BE=BE : AE. 


S'intenda dal punto E abbassata la perpendicolare EI), e si ponga AB=-a, 
AD=x, BD=y; si avranno (357° : 394.9) 


BE=VTIFEDi=VPEO=VEHI=VA, 
AE=V(ADY+ LDY'=Vvrtuy=Vity)e=Vaa. 
Adunque per la condizione del problema sarà 


a:Vag= Vi: va, 


va: Vy=Vy: ve, dondea: y=y; x. 
Posto ciò, si farà la seguente costruzione: divisa la data retta AB in due parti 
uguali nel punto C, e da questo punto come centro, e col raggio AC descritta 
la semicirconferenza AEB, si dividerà Ja medesima AB in media ed estrema 
ragione nel punto D; poscia dal punto D s’innalzerà la perpendicolare DE 
che incontrerà la semicirconferenza in E; da questo punto tirando le rette EA, 
EB, il triangolo rettangolo AEB che quindi risulterà sarà il triangolo cercato. 

123. Probl. 5.° Sopra unadata retta come base descrivere un triangolo iso- 
scele, nel quale ciascuno degli angoli che sono adiacenti alla base sia doppio di 
quello che esiste al vertice. 

Sia BC (fig. 18.°) la retta data : e si supponga il triangolo BAC essere il 
triangolo cercato. Diviso per metà uno degli angoli alla base, per esempio B 
con la retta BD, sarà l'angolo DBA=DAB=DBC, l'angolo BDC=DBA+ 
+DAB=2DAB=C, e conseguentemente il triangolo BAC sarà simile al trian- 
g0lo CDB ed inoltre AD=BD=BC. Adunque, ponendo BO=a, AC=%, si ot- 
terranno 


ovvero 


Sp Cs d; xr—a4+CD. 
a BA 


Eliminando CD da queste equazioni , si avrà 


: a a’ 
e —ax—a°—=0, donde x= 5 + V(& + ?). 
Pi 4 


Il segao inferiore somministra evidentemente una lunghezza AC<BC; ma AC 
non può non essere >BC. Aduuque al proposto quesito non servirà punto il 


A a a° i Ì i 
valore di a= sa V( + e) . A fine pui di costruire l’altro valore din = 
1 
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a a? î c s 
=3 + ME + î) , s innalzi dal punto C la retta CH perpendicolare a 


BC ed uguale ad 5 BC, quindi sì congiunga il punto B col punto H per mez- 


20 della retta BH, la quale si prolunghi finché si abbia HK= 5 BG; sarà 


a a? 
BK—HK-+-BH= - a 1 
+BH 3+V/(F+0)>r0 


Fatto dunque centro nell’una e nell’ altra estremità della data retta BC, se si 
descrivano due archi di cerchio con lo stesso raggio BK, e da quelle estremità 
al punto A dove gli archi si secano si conducano le rette BA, CA, il triangolo 
BAC, che quindi risulterà, sarà il triangolo isoscele cercato. 

124. Probl. 6.° Descrivere un cerchio, al quale se s' iscriva un triangolo 
equilatero, sia questo equivalente al quadrato costrutto sopra una data linea 
retta. 

Esprimiamo con 25 il raggio del cerchio che si domanda , e poniamo la 
data retta Bm= ( fig. 19.2). Il lato del triangolo equilatero che deve iscri- 
versi essendo (383%) 2:y3 , sarà l'altezza dello stesso triangolo uguale a 


V(2:V/3)—(V3)=3z, e l’area uguale a 32°y/3. Adunque 


Ni ; _ le hè 
gd) (a) 


Per costruire questo valore, si prolunghi Bm finchè si abbia una lunghezza= 
=28h, con siffatta lunghezza come diametro si descriva il cerchio BMN..., e 
dal punto m s'innalzi mM perpendicolare al diametro;sarà mM==y/ @8h—h)h= 
= 37/5. Ciò posto, si prenda mC=mM, e descritto sopra BC come diame- 
tro il semicerchio BDC, conducasi la corda BD; quindi dal punto B sopra BG 
s' innalzi la perpendicolare BE=Bm, e si conduca Ed parallela alia medesima 
BC. La retta Ed secherà in a la BD: da questo punto a si abbassi la perpen- 
dicolare ak sopra BG; sarà Bk=s3. Imperciocchè, essendo 
Bm (Bm)? (Ba)? (Bk) — (Bk) 


e TT “— -—<-_—— —/ cea ee 


si otterrà conseguentemente 


te O cala 
ci mM Pn Bu= af mM. =N VaR) 


125. Prob. 7.° Dato un cerchio, descriverne due altri, è quali esterna- 
mente tocchino se stessi e il dato cerchio per guisa che, congiunti i centri di tutti, 
risulti quindi un triangolo simile ad un altro triangolo dato. 

Sia ED... (fig. 20.°) il cerchio dato, del quale il centro sia C, ed A'B'C' 
il triangolo dato. Suppongasi sciolto il problema , e sieno D, E, Hi punti di 
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contatto per i quali certamente (306*) passeranno le rette AC, BC, AB che 
congiungono i centri C, A, B. Pongansi B'C'=a , A'C'=) , A'B'=c, CD= 
=CE=r, AD=AH=x, BE=BH=y. Poichè i triangoli ABC, A'B'C' sono si- 
mili, perciò 


c_axtye ty 
b'‘r+ba’a  r4y° 
donde 
e ì e 
ety= (rta), cty=- (ty), 
ed ancora 
rty __d 
r+a d 


Ora quest’ultima equazione somministra le altre due (246*) 


2r40+4y _a+b 2r4+x4y _a+5 


rt b' r4y a 
Adunque 
2r+ ; (r-+2) PIE 2r+ - (r+y) abi 
ai et 
dalle quali con somma agevolezza si dedurraono per x ed y i seguenti valori 
__bte_a _ Fed o 


DE. atb—c TA a+bT_e iù 


È dunque il valore di x quarto proporzionale dopo a+-b—c, b+c—a, r; e 
quello di y quarto proporzionale dopo a-4-b—c, a+c---b, r. Condotto quindi 
nel dato cerchio un raggio CD ad arbitrio, e prolungato questo finchè sì 
abbia 
btet—a 
771 
a+b—c 


condotto ancora il raggio CE il quale faccia con CD un angolo DCE=A'C'B', 
e prolungato questo finchè sia 


AD 


"4 


se con i punti A, B come centri, e con i raggi AD, BE si descrivano due cer- 
chi, questi toccheranno esternamente se stessi ed il dato cerchio in guisa che 
il triangolo ABC riesca simile al triangolo dato A'B'C*. 

126. Probl. 8.° Condurre una tangente comune a due cerchi dati. 

I due cerchi dati sieno AB..., A'B'... (fig. 21.°); supposto fatto ciò 


che si domanda, sia AA' la tangente cercata, la quale prolungata incontri in 
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E la retta CC”... che congiunge i centri C, C'. Conducendo ai punti di con- 
tatto A, A‘ i raggi CA, C'A', i triangoli EAC, EA‘C' oltre l’angolo comune 
in E, avranno altresi gli angoli in A ed A' uguali perchè retti; ponendo dua- 
que CC/=a, CA=r, C'A'=r', C'E=x, si otterrà 


Quindi senza veruna difficoltà si comprende che , ove si conducano due raggi 
CB, C’B' i quali sieno fra loro paralleli, e Je loro estremità B, B' si congiun- 
gano con la retta BB', questa prolungata secherà la CC’... nel punto E, dal 
quale se si tiri la retta EA' tangente al cerchio minore, la medesima prolun- 
gata toccherà pure il cerchio maggiore. È chiaro poi potersi, dallo stesso pun- 
to E condurre una seconda tangente Ea'a comune ad entrambi i cerchi. 

Anche fra C e C' facilmente si determina un certo punto H dal quale 
possono condursi le due tangenti DD', dd’. Ponendo infatti C'H=%", dai trian- 
goli simili CDH, C'D'H si avrà 


Li al 
r a-% ai 
—_ = , donde e'= ——; 

LI rr 


r a' 
prolungando pereiò il raggio C'B' inK, e congiungendo B con K con la retta 
BK, questa secherà CC' nel punto H, il quale somministrerà due altre solu- 
zioni del problema. 
Se r=r", se cioè i cerchi si suppongono uguali, otterremo 


zo eli 
I —— go 2° 
lo che vuol dire ehe delle quattro succennate tangenti le due prime saranno 
parallele fra loro ed alla linea dei centri, e le due ultime secheranno questa 
. stessa linea nel suo punto medio. 

127. Probl. 9.° Trovare i lati di un triangolo il quale abbia gli angoli 
dati, ed i vertici situati sopra tre rette parallele date. 

Sieno FG, HI, KL (fig. 22.°) le tre rette parallele date , e supponiamo 
che ABC sia il triangolo che si domanda: per ipotesi gli angoli A, B, € sono. 
dati, ma i lati sono incogniti. Sia BO=x, AC=y, AB=3; si abbassi sopra 
KL la perpendicolare AE che taglierà la HI in D, e si faccia AD=1, AE=b. 
Ciò posto, i triangoli rettangoli ABD, AGE daranno (79) 


cos BAD= È, cos CAE= S 
P y 


e quindi 


: [ad b° sb 
sen BAD= (1 o = Lia sen CAE= Va n.) a, 


Ora CAE+BAD è uguale all'angolo 4; dunque cos ‘CAE+-BAD)=zc0s A, uv 
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vero sviluppando (33: (14)) 
cos A==cos CAE cos BAD—sen CAE sen BAD. 


Sostituendo in luogo dei seni e coseni i loro valori, sarà 


cos ANTI, donde zycos A—al=— Vee ian). 
Innalzando quest’ ultima equazione al quadrato, avremo 
2°y°cos' A—Qubzycos A+a2b=(2°-a)(F—-8). 
Sviluppando il secondo membro , ed avvertendo essere nel primo cos A=1— 
—senA, dietro le opportune riduzioni, si otterrà 
s°ysenA—a°y—b°2°+2abzycos A=0. 
Ora in un triangolo qualunque i lati stanno fra loro come i seni degli angoli 
opposti (62); dunque nel triangolo ABC si ha 
yi a=sen Bisen A, 5: a=senCisonid, 


e quindi 
x sen B xsenlc 
tr e 


senA sen A” 
Sostituendo siffatti valori nella equazione or ora ottenuta, dopo tutte le ridu- 
zioni, e dopo aver diviso per 2°, risulterà 
a? b° 2abcos A 


Tra o fn IENE PORCINI 
— sen?C sen? B sen C sen B 


Si rende adesso facile il costruire il valore di x, e quindi i valori di Y, £ per 
mezzo delle precedenti relazioni. Infatti essendo FG, IT, KL le parallele date, 
si facciano gli angoli RBII, RCL rispettivamente ugualiagli angoli dati €, B, 
e sì congiungano i punti B, G ; la retta BC sarà il lato x. Per convincersene A 
si abbassi la perpendicolare RD'E‘, e i triangoli rettangoli RBD', RCE' da- 
ranno 

b 


sen C° Rs sen B' 


Si prolunghi ora RB, risulterà l'angolo ROC=RBH=C : ma l’angolo RCO si 
è costrutto uguale all'angolo 8; adunque CRO sarà uguale all'angolo A, Ciò 
posto, dal triangolo RBC si ottiene (64: (a')) 


(BC) =(RB)°+(RC)°—2RB.RC cos 4, 
e ponendo in luogo di RB ed RC i loro valori 


a b° Qabcos A 
(oy= © Li 


sen? B sen C sen B 


RB= 


sen?(; 
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Questa espressione è la stessa che quella di x°; adunque BC è il lato « situato 
fra le parallele date HI, KL.Per terminare il triangolo domandato , si farà 
passare per ì punti R, B, C una circonferenza che taglierà la FG in un se- 
condo punto A, poi si condurranno le rette AB, AC, ed ABC sarà il triango- 
lo richiesto. Infatti le proprietà delle secanti parallele , per ciò che fu dimo- 
strato in Geometria (303*), danno l’arco ASC uguale all’ arco RBT; adunque 
l'angolo ABC iscritto nel primo arco è uguale all’ angolo RCO iscritto nel se- 
condo. Ma per costruzione l'angolo RCO=B; dunque ancora l'angolo ABC=B. 
Il triangolo ABC avendo due angoli CAB, ABC rispettivamente uguali ad 4, 
B, il terzo ACB sarà necessariamente uguale a Cl. 

Possono eseguirsi le medesime costruzioni dall’altra parte del punto B de- 
scrivendo un secondo triangolo A'BC' che non differirà dal primo che per la si- 
tuazione. È d’altronde evidente che ciascun punto della parallela HI può ser- 
vire a determinare due triangoli uguali a quelli già costrutti, ed atti anche 


essi a risolvere il proposto problema. 
CAPO HI. 


DI ALCUNE IMPORTANTI RIFLESSIONI INTORNO ALLA NECESSITA DELLA OMOGE- 
NEITA DELLE FORMOLE ALGEBRICHE LE QUALI VOGLIONO GEOMETRICAMENTE 


COSTRUIRSI. 


128. In tutte le espressioni che nel capo primo di questo libro ci siamo 
proposto di costruire geometricamente , abbiamo supposto 4. tutti 1 termini 
del numeratore della medesima dimensione fra loro, e della medesima dimen- 
sione altresì fra loro tutti i termini del denominatore ; 2.° la dimensione del 
numeratore più grande che quella del denominatore, di una unità per le es- 
pressioni razionali, e di due unità per le affette dai radicali o per le irrazio- 
nali. E quì si noti che per dimensione di un termine non altro intendiamo che 
la somma degli esponenti dei fattori letterali che compongono il termine. 

Ciò premesso, una espressione algebrica vien detta omogenea allorchè in 
essa sì adempiono le due succennate condizioni. Or queste senza dubbio alcuno 
si adempiranno quantunque volte nel tradurre algebricamente in equazione 
l’ enunciato del problema si dinoti con una lettera particolare ciascuna del- 
le linee che è d’ uopo fare entrare în considerazione. A fine di convincersi 
della verità di siffatta asserzione è mestieri che si rifletta per un tantino alla 
natura delle relazioni, di cui può fornirci la Geometria nel tradurre un pro- 
blema in equazione. Esse difatti sono 0 proporzioni fra linee, di cui ciascuna 
è per ipotesi espressa con una lettera, o uguaglianze fra superficie , quali 
appunto sono quelte che si deducono dalla proposizione del quadrato della ipo- 
tenusa, e dalle altre che ne dipendono. Ma sì sa che una superficie può sem- 
pre esprimersi pel quadrato di una linea, come a°, o pel prodotto di due linee, 
come ab ; e però le equazioni del problema non potranno non essere fra loro 
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omogenee, vale a dire della medesima dimensione in tutti i loro termini. D’al- 
tronde è agevole il comprendere che tutte le trasformazioni eseguite sopra 
quantità omogenee conducono a risultamenti che sono pur essi omogenei. 


a g B VA 
Per siffatta guisa, sia a; donde 4x=B, il risultamento a cui si sia 


giunto per il valore di una delle incognite: è certo 1.° B ed A dover essere 
separatamente omogenee; 2.° e siccome x esprime una linea, far d’ uopo per- 
ciò che A sia di una dimensione minore di una unità che 2, altrimenti la equa - 


zione Ax=B non sarebbe omogenea. Adunque nella espressione a=7; si adem- 


piono perfettamente le due condizioni accennate in principio. 

Per ciò poi che si appartiene ai radicali del secondo grade, questi pos- 
sono generalmente rappresentarsi con ad, da cui siottiene a°=A. Ora il 
primo membro x? esprime una superficie ; adanque anche i secondo membro 
A dovrà dinotare una superficie. Quindi conseguita che ove A sia una frazione, 
la dimensione del numeratore bisogna che sia di due unità maggiore della di- 
mensione del denominatore. 

129. Ma se, a fine di rendere più semplici i calcoli, siasi convenuto di 
prendere per unità una di quelle linee che secondo il prescritto dell’ enunciato 
del problema debbono entrare nel calcolo , per essere le diverse potenze di 1 
uguali eziandio ad 1, la dimensione di ciascuno dei termini , in cui quella li- 
nea si trova, dovrà necessariamente diminuire di una o anche di più unità , 
e conseguentemente nel risultato che si otterrà per il valore della incognita , 
dovranno generalmente parlando, cessare di aver luogo le due condizioni della 
omogeneità, Così per esempio , se nelle seguenti espressioni 


ad 200 ad e _ A-2b°c4+- 303 
ua nr i NI ab ) 


si ponga d==fÎ, esse diventeranno 


a Zac a—d «{ dA-Q+3 
o 3d°[?g° cas ia vV( ati ) 
Pertanto, siccome la cosiruzione della linea cercata dipende dalle grandezze di 
tutte le linee date, e particolarmente dalla grandezza della linca che si è sup- 
posta uguale alla unità, bisognerà perciò restituire questa nella espressione di 
x, la qual cosa potrà sempre ed agevolmente eseguirsi. Impercioechè dinotan- 
do con una lettera, r per esempio, la linca che si è fatta uguale alla unità, sarà 
sufficiente all'uopo introdurre come fattore in tutti i termini una tal lettera in- 
nalzata ad una potenza diun grado tale che valga a soddisfare alle due condi- 
zioni della omogeneità. 
Debba per esempio costruirsi la espressione 


ad —2a+3bc 


aT20-1 
Vol. Il. 1 


I 
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la quale non è omogenea per la ragione che si è supposto uguale alla unità una 
delle linee appartenenti alla questione. Poichè uno dei termini del numeratore 
è di tre dimensioni ed uno di quelli del denominatore è di due dimensioni , do- 
vranpo tutti gli altri termini rispettivamente ridursi ad avere queste stesse 
dimensioni. Per la qual cosa, chiamando r quella linea che si è presa per uni- 
tà, si otterrà per la espressione omogenea 


aî—2ar?+3ber 


== «}) p2 2 7? 
ar—20°+r° 


la quale può facilmente costruirsi ove si ponga (I 12) 
a. ber b 


difatti essa così si ridurrà ad 
ala —2h4-3k) 
r-2I4-h 


A 


°) 


Sì abbia ancora 
aef , ce ai] 


Ciascuno dei termini che sono sotto il segno radicale dovendo essere di due di- 
Aci ha ( caef. aefr ce. cer af. a'f aa 
mensioni, si trasformerà — in =. , — in--- 7 in, e quindi la propo 
î ba bd ‘fg fa°d dr Cn prop 


sta espressione diventerà 


2=Af TE 
bd [4 dr” 
Ciò posto , facendo 


.__aofr ae, fi ” ae fr 
ke 1% x n donde hl = NI i X 5) i 


2 


cer cei r cer 
= X-, dondek=: (Ex5) 
la {9 VI e A 


x af a'f aòf 
e= a xh, dondel= 
dX donde / V(« X Ta). 


dr 
e dietro i principii stabiliti sopra nel primo capo di questo libro costruendò i 
valori di &, &, 2, sì otterrà per x il valore «= Vh+X—#, la quale espres- 
sione è facile a costruirsi , poichè dopo di aver trovato una retta m tale 
che sia n°=%?-k?, si troverebbe x cercando la media proporzionale fra ml 
ed mA. 
130. E qui cade opportuno avvertire che, allorquando si applica l’Alge- 


k° = 
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bra ad una questione geometrica , quel rappresentare che si fa le linee che si 
contengono nell’ enunciato con lettere, suppone mai sempre che si sia presa 
una qualche linea per unità ; è necessario però distinguere due casi: o il ri- 
sultato a cui si giogne per il valore della incognita è omogeneo, o non lo è; nel 
primo caso per la costruzione di questo risultato rendesi affatto indifferente il 
conoscere la linea presa per unità; nel secondo questa linea che già si cono- 
sce, perchè data, deve necessariamente introdursi nel risultato a fine di po- 
terlo costruire. Voglionsi adunque, per certo modo di dire, distinguere due 
specie di unità lineari : una, che può dirsi implicita, è quella che corrispon- 
de a dei risultamenti per se stessi omogenei e che la rappresentazione algebri- 
ca delle linee sempre, per lo meno tacitamente , suppone; |’ altra che può 
nomarsi esplicita , è una delle linee date che per rendere più semplici i calcoli 
si è convenuto di porre uguale alla unità. Questa linea poi, come chiaro ap- 
parisce dal numero precedente , è facile ad introdursi nel risultato del calcolo 
mediante le due condizioni della omogeneità stabilite in principio di questo 
capo. 

131. In quasi tutte le formole di Trigonometria abbiamo supposto il rag- 
gio uguale ad 1 il quale dicesi altresì raggio delle tavole, perché le tavole tri- 
gonometriche sono state calcolate con questa supposizione. Nel caso in cui il 
raggio sia diverso da quello delle tavole, per introdurlo convenevolmente in 
qualsivoglia delle succennate formole, bisognerà por mente alle regole già spie- 
gate della omogeneità. Infatti per poco che si considerino le formole (t), 
(0), (1), . . . , (197) esposte nel capo secondo del libro quinto, le quali so- 
no le fondamentali da cui traggono origine le più composte, si vedrà chiaro 
ogni termine contenere un numero uguale di fattori, e per conseguenza le for- 
mole stesse essere omogenee. Ove dunque si fosse conservata la lettera R, che 
esprime il raggio , in tutte le operazioni di analisi trigonometrica, qualunque 
altra formola sarebbe riuscita omogenea , cioè di ugual dimensione in tutti i 
suoi termini. Sarà pertanto agevole renderli tali introducendo in ciascuno il 
fattore X elevato ad una potenza conveniente al bisogno. Così, chiamando 
x, y due linee trigonometriche, suppongasi per esempio aver luogo fra loro 
una relazione della seguente forma 4x°'=3r—y+2, dove 2° è di tre dimen- 
sioni, x ed y di una sola, e 2 di nessuna; il raggio sarà in essa conveniente- 
mente introdotto, allorchè si scriverà come segue : 4x°=3R°x— R°y/+2R?; e 
tale appunto sarebbe stata la formola di sua natura, ove non fosse sparito 
per essersi supposto uguale ad 1. 


CAPO 1V. 


DEI PRINCIPII GENERALI DELLA GEOMETRIA ANALITICA A DUE COORDINATE. 


132. Per poco che si rifletta alla natura dei problemi geometrici , si ve- 
drà che la maggior parte di essi riducesi infine a trovare la distanza di uno © 
di più punti incogniti da altri punti o ancora da rette fisse e date di posizione. 
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Debbesi adunque cercare un mezzo di fissare analiticamente la posizione di 
un punto per rapporto a punti dati o a linee delle quali la posizione sia cono- 
sciuta a fine di mettersi in istato di risolvere qualunque specie di questioni geo- 
metriche. 

Ciò premesso, si conducano in una superficie piana ( fig. 23.°), che sup- 
poniamo essere quella della tavola , le due rette indefinite XAX/', YAY', le 
quali si sechino in A ad angolo qualunque XAY, e da un qualsivoglia punto 
K situato nella medesima superficie si conduca la retta KM parallela ad XAX', 
e la retta KH parallela ad YAY”. È evidente che conoscendoi valori a, è del- 
le due rette KM, KH, resterà determinato il sito del punto K relativamente 
alle rette XAX', YAV'. Imperocché per la nota proprietà delle parallele sa- 
rà a=AH, b=AM: conoscendo quindi questi valori, potranno condursi le ret- 
te HK, MK, le quali secandosi determineranno il punto K. 

Ambedue le quantità a, d si chiamano le coordinate del punto K. In par- 
ticolare a si chiama l' ascissa, e d la ordinata. Le due rette XAX', YAY" sono 
gli assi delle coordinate, cioè XAX' |’ asse delle ascisse, ed YAV' l’asse delle or- 
dinate. Il punto d’ intersezione A si dice la origine delle coordinate o semplice- 
mente la origine. S'indica altresi, per ragione di brevità, l’ asse XAX' col no» 
me di asse delle 2, e l’asse YAY' con quello di asse delle y, dapoichè le ascis- 
se generalmente si esprimono con la lettera x, e le ordinate con la lettera y. 

133. Potendosi la costruzione fatta qui sopra per determinare il sito del 
punto K ugualmente eseguire in ciascuno dei quattro angoli XAY, X'AY, 
X'AVW, XAV', rendesi perciò necessario il conoscere in quale di questi ango- 
li deve trovarsi il punto K, perchè così la sua situazione resti interamente de- 
terminata pel piano indefinito delle rette XAX', YAY". Ad ana tal condizione 
vien soddisfatto nella seguente foggia : tutte le ascisse misurate sopra XAX' , 
partendo dal punto A , si considerano come positive quando le loro direzioni 
vanno da A verso X, e come negative allorchè si diriggono da A. verso X' ; 
iv simil guisa tutte le ordinate misurate sopra YAY",a partire dal punto A, si 
hanno per posilive quante volte sono dirette da A verso Y, e per negalive 
quando vanno da A verso Y”. Per siflatto modo i segni delle quantità a, d de- 
termineranno sempre l’angolo nel quale il punto K è situato ; poichè se que- 
ste quantità sono tutte e due positive, il punto è in IK nell'angolo XAY; se aè 
negativa e d è positiva, il punto è in K' nell'angolo X'AY ; se a, d sono en- 
trambe negative, il punto è in K” nell'angolo X'AY'; e finalmente se a è 
rositiva e è è negativa, il punto è in K' nell'angolo XAY". 

134. Premesse tutte queste cose, è chiaro che le equazioni 


AI 


determinano pienamente il punto K, e per tal ragione si dicono le equazioni 
del punto K. Queste equazioni poi oflrono le quattro seguenti combinazioni 


ae=-|q qx=—40 qa=— a=+a 
e quali indicano, come abbiamo detto , le quattro differenti posizioni K, K', 
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K”, K'” che può avere il punto K da esse per così dire analiticamente rap- 
presentato. 

Allorchè nelle generali equazioni del punto K a è zero, la espressione 
x=0 significa che il punto K si trova nell’asse delle ordinate ad una distanza 
b dalla origine. Quando al contrario è è zero, la espressione y=0 vuol dire 
che quel punto è situato sopra l’asse delle ascisse ad una distzana a dalla ori- 
gine. Finalmente quando si ha nel medesimo tempo «=0, y=0 il punto K 
coincide con la origine stessa. 

135. Supponendo che un punto qualunque K ( fig. 24.) il quale prima 
si riferiva agli assi AX, AY, voglia ora riferirsi ai nuovi assi A/X' A'V', si 
cerca, dati gli angoli che AX, AY fanno tra loro e con A'X”, A/V', data inol- 
tre la posizione del punto A’ rispetto agli assi AX, AY, la relazione che ha 
luogo tra le antiche coordinate AH (=), KH (=y), e le nuove A'‘II (#7 
KH' (=y'). 

Dai at A', H' si conducano A‘Q, H'V parallele all’asse AX, ed A/N 3 
HM parallele all’asse AY. L’ angolo XAY si rappresenti con (cy) ; gli angoli 
che A'X' fa con AX, AY si dinotino con (w'@), (2’y) ; quelli poi che A'Y' fa 
con gli stessi AX, AY si esprimano con (y'x), (yy). Finalmente le date coor- 
dinate AN, A'N del punto A' si pongano rispettivamente uguali a c, d. Senza 
dubbio alcuno si avranno 


x=AN{NH=c+A'M+H'V, 
y=HO+0V+VK=d+HM+VK. 
Ora il triangolo A'MH' da (62) 


A'M: a'==sen(2'y): sen(ey), I'M: a'—=sen(2'2): sen(ay), 


donde 
AM= x'sen(2'y) HM e'sen(a'x) 
sen(ay) sen(ay;) | 


Così pure nel triangolo KH'V essendo 
H'V: y'=sen(y'y): sen(ay), VK: y'==sen(y'x): sen(ey), 


si otterranno 
pv Pen) vr psenya) 


sen(2y) sen(ay) 
Adunque 
MED] 
sen(ay) 
aeree) 
sen(xy) 


nelle quali equazioni si contiene la cercata relazione. 
Quindi 1.° Se A' si trovi nell’asse AY, per esempio in g, ed A'Y' si sup- 
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ponga coincidere con gY , saranno c20, (y'y)=0 , (y/2)=(xy) , e quindi la 
relazione si conterrà nelle seguenti equazioni 


O: e c'senta'r) 
sen(xy) sen(xy) 


2.° Se l'angolo XAY è retto, nella quale ipotesi gli assi AX, AY si dicono 
ortogonali, sarà sen(xy)=1, sen(x'y)=cos(a'x), sen(y'y)=cos(y'x), e quindi la 
relazione fra le antiche coordinate x, y, e le nuove 2°, y", verràin tal caso 
espressa per mezzo delle equazioni 


e=c+2'cos(a'x)+-y'cos(y' x) , 
y=d+a'sen(2'x)t-y'sen(y'2). 


3.° Chese, oltre l'angolo XAY retto, si supponesse |’ asse A'X' parallelo 
all'asse AX, si avrebbe cos(x'x)=1, sen(2'x)=0; perla qual cosa sarebbe 


aze+a'4+y'costy' x) , 
y=d4-y'sen(y'x). 


136. Se di tutti i punti di una linea retta o curva disegnata nel piano di 
due assi , si conducano le coordinate, avremo per ciascuno di essi due equa- 
zioni della forma 

aU4; y=b. 


Ora se esiste la medesima relazione fra le coordinate di tutti questi punti, 
vale a dire se fra l’ascissa e la ordinata di un punto ha luogo un legame e di- 
pendenza tale che non cangi allorchè si passa da questo punto ad un altro 
qualunque, mai sempre avviene che siffatta relazione può esprimersi in gene- 
rale con una equazione. Questa equazione è ciò che si chiama equazione del- 
la linea. Per esempio, se nel piano di due assi ortogonali si conduca per la ori- 
gine una retta la quale divida per metà l’angolo retto formato dagli assi, st 
osserverà l’ascissa di ciascun punto della retta agguagliare la corrispondente 
ordinata ; esprimerà dunque 
ySE 

la equazione di quella retta. 

E qui si osservi che di una linea data non può trovarsi la equazione che 
quando si conosce o la sua definizione, o la sua generazione , ovvero ancora 
una qualche sua proprietà essenziale. Così non si saprebbe rappresentare per 
mezzo di una equazione la linea che disegna la penna di uno che scrive, per- 
chè ignoriamo assolutamente la legge della sua generazione. Pel contrario si 
otterrà agevolmente la equazione del cerchio, partendo dalla sua definizione. 
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CAPO V. 


DELLA EQUAZIONE DELLA LINEA RETTA, 


137. Trovare la equazione della linea retta. 

Sia CD ( fig. 25.°) una retta indefinita e situata a piacere in un piano, 
si conducano in questo piano i due assi XAX', YAY' quali si sechino ad un 
angolo qualunque XAY=-(xy), e rapporto ai quali la CD sia situata in una 
maniera qualunque. Se da differenti puoti K, Riccia di questa retta si 
abbassino le ordinate KH, K'H”, K"H"..... 3 € se dal punto B dove la retta 
incontra l’asse delle y si tiri BN parallela ad AX, avremo dai triangoli simili 
KBL, K'BL', K"BL",.... la seguente serie di rapporti uguali 

KL K'L! K!L! 
sio = pr ì 
ovvero 
KH-LH  R'H'-L'H' KH Lg! 
“be pu BL eri 
donde , a motivo di LH=L'H'=L"H"=....—AB , chiaro si vede Za diffe- 
renza fra la ordinata di un punto qualunque della retta e la ordinata alla ori- 
gine stare all’ ascissa dello stesso punto în un rapporto costante. Ciò posto, chia- 
miamo & questo rapporto costante; adunque rappresentando con x, y le coor- 


dinate di un qualsivoglia punto della retta , e con £ la ordinata alla origine , 
avremo 


ipsa PR a, donde y=xx +. 
x 


Tale appunto è la equazione della linea retta. Ora essendo (62) 


KL_ KH-LH CE senKBL 


BL BL senBKL’ 
se dinoliamo con (rx), (ry) gli angoli KBL, BKL—YBD che la retta CD fa 
con gli assi XAX', YAV', sarà 
y_È _ sentra) — sen(ra) 
Soto sealry)  sen((2y)—(ra)) 


Nella ipotesi degli assi ortogonali, poiché (ry)=(90°—(rx)), sarà sen(ry)= 
=c08(rx), e perciò 


- sen(ra) 


=) = tang(ra). 


Dal detto si deduce 1.° che la retta che passa per la origine degli assi ha 
per equazione 
Y==2%T, 
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poichè in tal caso la quantità £ che esprime la ordinata alla origine è uguale 
a zero. 
2.° Chelaretta che è parallela all'asse delle < ha per equazione 


y=F 
poichè in siffatta ipotesi sen(ra)=tang(re)=0. 
138. Trovare la equazione di una linea retta che passa per due punti 
dati. 
Sieno 2', y' le coordinate del primo punto che perciò indicheremo con 
(2', 4°), ed 2", y'" le coordinate del secondo punto che chiameremo (x, y"). 
La cercata equazione sarà certamente della forma 


y=42+8, 
nella quale a e £ sono costanti ma incognite. Per conoscerle dipendentemen- 
te dalle quantità date 2°, y'; @”, y”, ragioniamo nella seguente guisa: nel 
punto (2’, y") le coordinate della retta essendo le stesse che quelle di questo 


punto , chiaro si scorge che quante volte nella generale equazione della retta 
si mette a=2', dovrà trovarsi y=y'; per la qual cosa si avrà 


yzaz'+B... (1). 
In simil guisa otterremo la equazione 
y'inan'4B...(2), 
la quale esprime che nel punto (x', y') le coordinate della retta sono le stesse 


che quelle di questo punto. Risolvendo dunque le equazioni (1), (2) per rap- 
porto alle incognite a, 8, ricaveremo 


Li ii 
y =Y 

ti 1? B 
Ho —X 


ay ally 
ca! 2 
e perciò la cercata equazione sarà 


I 7] bt 
— (Ani I pi dc = Lu (9) 
xa! xi! 


Ma a questa equazione può darsi una forma molto più semplice operan- 
do come segue : se dalla equazione generale y=x®+£ sottragghiamo y'=ax'+ 
+£, risulterà 

y—-y=as(e—2') 3 


equazione che appartiene alla retta che passa per il punto (2', y'). In questa 
Ù 


—_—@ 


ultima poi se sostiluramo ad « il suo valore = TT] trovato qui sopra, avremo 


113 

per la equazione della retta che passa per i due punti dali (2,4), (e, y"). 

Non è difficile | accorgersi che si può giugnere alla equazione (p') sot- 
traendo y' da ambedue i membri della equazione (p). 

139. Supponendo gli assi ortogonali , se due rette ad essi riferite sono per- 
pendicolari l'una sopra l' altra, nelle due equazioni generali di queste rette 

usar tf, y=x'x +8, 
sarà a'=——, 
x 

Appartengano queste equazioni alle due rette DE, DF (fig. 26.°) le 
quali sono perpendicolari luna sall’ altra: dinotando rispettivamente con 
(rx), (r'x) gli angoli che le direzioni DE, DF fanno con l’ asse XAX', saran- 
no (137) a=tang (rx), a'=tang (12). Ciò presupposto 3 conduciamo per la 
origine A due altre rette AB AC parallele rispettivamente alle DE, DF, le 
equazioni di queste rette così condotte saranno (137: 1.9) 


y=se, yo. 


Ora se si prende AP uguale al raggio delle tavole trigonometriche, conducendo 
MN perpendicolare ad AP, sarà PM la tangente dell’ angolo BAX=(rx), e PN 
quella dell’ angolo CAX=(r"%); risulterà cioè PM=%x, e PN=x". Ma il trian- 
Solo AMN rettangolo dè 


PN: AP=AP : PM, ossia g/: 11; a. 
Adunque x'= - : e perché inoltre PN è negativa, le equazioni delle rette AB, 
AG saranno i 
ae e. 
e quelle delle loro parallele DE » DF 
y=ax tf, y=— 10+@. 


140. Determinare il punto d° intersezione di due rette, delle quali si co- 
noscono le equazioni. 
Sieno le equazioni delle due rette 


CORE a I 
y=0t+B, y=a'c4-A'. 
Queste rette nel punto , in cui si secano hanno le medesime coordinate , ed è 
chiaro ancora non potere le coordinate di queste rette essere le medesime che 


nel punto solamente in cui si secano, Adunque per un tal punto e per un tal 
punto solamente avrà luogo la seguente equazione 


art B=a'x4+6', 
e—E 


ala 


Vol. Il: i 15 


donde si ricava 


XL 
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Ponendo poi questo valore in luogo di x in una delle equazioni delle rette, si 


troverà 
0° 8: 3 
y= 


ala” 


141. Trovare la distanza di due punti dei quali si conoscono le coordinate. 

Sieno KeK' ( fig. 27.°) i punti dei quali si tratta. Supponendo primiera- 
mente gli assi ortogonali, conduciamo le ordinate KH, K'H°, e la retta KQ 
parallela all’ asse delle w; il triangolo KK'Q rettangolo in Q darà 


| KK'=VKOFW9:. 
Ora se 2’, y' sono le coordinate del punto K, ed 2", y'" quelle del punto K', 
ui (KOY=({AH—AH}=(r" oa a") 
(R'O=(R'HKB)}=y"—yY=G—y). 
Rappresentando dunque con d la distanza cercata , sì otterrà 


NT GI 

Ponendo successivamente i punti K, K' in tutte le posizioni, in cui la 
costruzione del triangolo KK'Q offre qualche cangiamento nella figura, ove si 
abbia riguardo alle convenzioni stabilite sopra i segni delle coordinate, si ri- 
leverà facilmente che questa formola non soffre alcuna eccezione. Solo qui no- 
teremo essere, allorché il punto K è alla origine, a'=0, y'=0, e conseguen- 
temente 
È questa la espressione della distanza di un punto qualunque (x, y") dalla 
origine delle coordinate. 

Supponendo in secondo luogo gli assi obliqui ( fig. 28.5), conduciamo 
parimente la KQ parallela all’ asse delle x. Il triangolo KK'Q non sarà più 
rettangolo, ma per ciò che fu dimostrato in Trigonometria (64: (0) ) si avrà 


KK'=v(K0) +(R'0)}—2KQ.KQ cos KQK'. i 
Ora l'angolo KQK' è supplemento dell’ angolo XAY=(xy), e perciò 
cos KOK'=— cos (xy) ; conservando adunque le superiori denominazioni, si 
otterrà 


d=Vi+(y"Y+ 28) (9-9!) cos (ay). 
In questa formola se si suppone (cy)=90°, sarà cos (2y)=0, e perciò 
INEITEOAT: 
si ritornerà cioè ad avere la formola dimostrata sopra nella ipotesi degli assi 
ortogonali. 
142. Trovare la equazione di una retta condotta per un punto dato per- 
pendicolarmente ad un’ altra retta data. 
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Sia E ( fig. 29.) un punto dato per mezzo delle sue coordinate 2°, y', e 
CD una retta data, della quale la equazione sia 
y=00+B ; 
la equazione della retta EF che pel punto E si conduce perpendicolarmente a 
CD, sarà (138. 139) 


1 
y—y=— " (a_a'). 


143. Se, supponendo ortogonali gli assi delle coordinate, si domandasse 
la grandezza EF—p della perpendicolare, bisognerebbe nella formola gene- 
rale (141) 
della distanza di due punti (x', y) , (&", y"), sostituire i valori delle coordi- 
nate dei punti E, F. Ora le coordinate del punto E sono #/, y/, e quelle del 
punto F, riflettendo che questo punto è la comune intersezione delle due rel- 
te EF, ed FD per le quali si hanno le equazioni 


i 
Uto yny an e); 
ossia 


1 1 
y=sx+B,y=— = aby' + = Sd 
sono (140) 
abray'a' Bay bar! 


Adunque sarà 


4a 


14 


-_r*e<>nmtrrpe slo 
= VA s(y' — ax'—8) 3a y—ax'—BN? 
1-+a? 1-|a? da 
JV (EUR _ grane 
sa (ta)? CERA 
Il valore di p deve essere essenzialmente positivo , perciò si prenderà il segno 
superiore allorchè il numeratore Y —ax'—8 è positivo, ed il segno inferiore 
quando questo numeratore è negativo. Nella supposizione che il punto dato 
sia situato alla origine, si avrà x'—=0 » y'=0, e conseguentemente il valore 
di p si ridurrà al seguente 
È 


Vi4a? 


p=t 
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CAPO VI. 


DI ALCUNI PROBLEMI DEI QUALI LA SOLUZIONE SI FA DIPENDERE 
DALLE COSE ESPOSTE NEL CAPO PRECEDENTE. 


444. Date essendo le equazioni di due rette, trovare l angolo che queste 
rette fanno fra loro. 

Sieno gli assi, quali sempre li supporremo in seguito ove altro non si 
avverta in contrario , ortogonali , e le equazioni delle rette 


y=ar +6, y=ata4-e'. 
Egli è evidente che facendo muovere parallelamente a se stesse queste rette 
fintantochè il vertice dell’ angolo da esse contenuto sia alla origine degli assi, 
questo angolo non verrà punto ad alterarsi. Per tal guisa si potranno consi- 
derare soltanto due rette AB, AC ( fig. 30.°) delle quali le equazioni saran- 
no (137: 1.°) 
y=ar, y=a'a. 


Prendendo ora sopra AB un punto M di cui le coordinate sieno x', y', ed ab- 


bassando da un tal punto la MN perpendicolare alla AC, sarà (143) questa 
perpendicolare in grandezza uguale ad 


a cagione di £'=0. Ma considerando AM come il raggio trigonometrico, si ot- 
tiene 


(AMY=1=2!?4-y"; 


dippiù il punto M appartenendo alla retta AB, di cui la equazione è y=at, 
si ha pure 


ya, donde y'°=a°e'°. 
2 
Adunque 1=2'° +2°e!"=(14-2°)e!, da cui ricavasi 


1 


al Vis e conseguentemente vini 
Sostituendo siffatti valori nella espressione di MN, otterremo 
a 
V(1+a* Xi +al*) 
a Cer 3 (aa)? (1400)? 
Siccome poi cos°MAN==1— sen WANT FA + 
sarà 
1 f 
cos MAN= ni 


V(I+429)(1 4a) 
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e quindi 
sen MAN — a—a! 
cos MANO 14-aa" 


Questa ultima formola risolve il problema proposto, poichè essa fa conosce- 
re la tangente dell’ angolo domandato. 
Dal detto conseguita 1.° Che quando le due rette sono parallele, l'an- 
golo MAN essendo nullo , sarà tang MAN=0, e perciò ana/. 
2.° Che quando le due rette formano un angolo=90°, essendo tang 90°— 
I 


tang MAN= 


=90 , sarà d’uopo che si abbia 1-+ax/=0 , cioè @'=—- , come pure si tro- 
x 


vò sopra al numero 139. 

145.Essendo date di posizione due rette CA, CB (fig. 31.5) con gli ango- 
li che esse formano con una terza AX , trovare sopra una quarta retta AY per- 
pendicolare ad AX un punto A' tale che conducendo A'X' parallela ad AX, la 
parte HK compresa fra le rette AC, CB sia uguale ad una retta data m. 

Sieno a , a' le tangenti degli angoli CAB, CBA. Prendendo il punto A 
per origine degli assi che supponiamo essere le rette AX, AY, la equazione 
della retta AC sarà (137: 1.°) 

Ya 

e quella della retta CB, facendo AB=p, sarà (138) 

y=—a'(c—p), 
perchè la CB passa per il punto B, di cui le coordinate sono «=p ed y=0 , e 
perchè essendo a’ la tangente dell’ angolo CBA , sarà —a/ la tangente dell’an- 
golo CBX supplemento di CBA. Ora per trovare il punto A’, ovvero ancora i 
punti H, K in cui le rette AC, CB incontrano A‘X', basterà porre nelle loro 
equazioni già trovate yZAA' ovvero y=5, indicando con x la incognita AA'. 
Per siffatta guisa queste equazioni diventeranno 


s=ax, s=—0/(e—-p), 
delle quali la prima dà 


e la seconda 
a'p—z 


al 


Questi valori essendo quelli delle ascisse Ah, Ak, delle quali la differenza è 
hk=HK=m, si avrà 


a'p—rz  % 
mi: AA —_ — , 
4 « 
donde agevolmente si dedurrà 
LA 
ca 


= pre (pm). 
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146. Essendo dati î tre lati di un triangolo , trovare gli angoli e la su- 
perficie del triangolo. 

Sia ABC ( fig. 32.°) il triangolo, del quale sieno dati i lati AB=c, AC=5, 
BC=a. Supposto, come nella figura , che il vertice di uno degli angoli trova- 
si alla origine degli assi, chiamiamo a’, y', le coordinate del punto B, ed x”, 
y' quelle del punto C; sarà (137: 1.° 141. 138) la equazione del lato AB 

Li 
{= 1 x, e la sua lunghezza c=y/x#+y?, 


la equazione del lato AC 


ri 
y= Ù x, e la sua lunghezza b= Y/xf*+y"", 


la equazione del lato BG 


I_oyli — cia 
y—y'i= a ; di (c—x'), e la sua lunghezza a=y(d' e} +—y")?. 


Quindi 
c=aP-by”, bol? ty! , aa Iaa ty yy y" 3 
e perciò 
D+ a =2a'a" +yy"), ossia (+e) are" +y9". 
Ora il coseno dell’angolo BAC=A essendo (144) 
ty!” 
14 tI thy 
ne co'4yy' 


V(+5)(+7) 


si avrà sostituendo 


b4- 0° a? 
2be 
Se i vertici degli angoli ABC=B, ACB—C si facessero successivamente coin- 


cidere con la origine degli assi, con ragionamenti del tutto simili al precedente, 
sì otterrebbe 


cos A== 


a +e—b° 
2ae 
a+ —c? 
2ab 


cos B= 


cosC= 
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E qui si noti essere queste equazioni quelle stesse che si esposero nella Tri- 
gonometria (64: (a) ). 

A fine poi di trovare la superficie del triangolo ABC, si abbassi dal ver- 
tice A Ja perpendicolare AD sopra il lato BC=a, di cui la equazione è 


I , f ti I 
yy = La (eno) , ovvero ancora y= ian x4 LE, 
sarà la lunghezza di siffatta perpendicolare (143) 
ey xy 
Pini A 
VV 4 (CY Via!) 47 a 
dg! 
Ora indicando con S la superficie del triangolo , si ha 
Se ; ADxBC= sa è 


Adunque, sostituendo il valore di AD, sarà 
tl tl! 
LT YC1 
ge yY 
2 
Ma per ottenere la espressione della superficie del triangolo dipendentemente 
dai lati del medesimo, si osservi che essendo 


2 142 L 2 
=r4y?, bag! 4 12, 3 (+0) Ly! 3 
sarà 
bc? 


donde 


b° +e — a? 
2 


) (a +41! +) (ea 4 yy, 
Mia: È era 
L'YLY =g VUb'e=(% +eî-a')* , 
Adunque sostituendo si otterrà 
sa 7 VAD'e—(b°+e°—a*). 


Questa formola è quella stessa che fu esposta nella Trigonometria (86); in- 
fatti perché 


fsi 


1 Apa TANI x 2,3: z z_ 2 z 
Pi VAB-(b°+e—a Yy = V(20e+b+e—aq )(2bc—6°—c®+a?) — 


4 
1 E ARE 
=7V((0+e) (e) = V(a+b+c(b+c—a(a+c—bfa+b— ; 
4 4 ; ù ] 
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facendo 2p=a+0b-+c, sarà 
S= Vp(p—a)(p_b)(p—c). 


447. Iodicando con d , d', d'' le distanze di un punto (0, y'") dai 
vertici A, B, G del triangolo ABC, si otterranno (141) 


dea 4y!!?, 
d'=(a' a)? +(y!—y NA, 
d'°=(x""— Pt e +(y" LE y')? ; 


Sviluppando le due ultime equazioni, esse senza la menoma difficoltà si ri- 
durranno alle seguenti altre 
Hk4d°—d'° b°-4-d—d!!? 


LU 
bpiiyliglica j 


UNIT] Aalto 
c'a'+yy = 
Chiamando per brevità p, gì secondi membri di queste equazioni, si avranno 


A III TASTI] Psa di plil IESM0I gg 
a'a'4yy'=p, al'all'pyy=9; 


donde 
dii Py. '—qy" E 
sia mal L'yl'ay” 
LY Ly TL Y 


Sostituendo questi valori nella prima Kuna usa y”?, essa diviene 


ps Ain ui dr al po"! 
x aly ai a'y' ay! i 


e sviluppando e togliendo i denominatori , 


day a" f=pPy"?4-Py" —2p4y 3 Piga padre 
ape 4y) + (et) 2g" +y). 


Ma si è dimostrato nel numero precedente 
î 
al? +y' zo? ; all? 4yl'°=b', aa 4yy= 5 (8° 4+c—d*), (0'yl'ayy = SS. 


Adunque sostituendo si otterrà 
bH4e°—a 
440° S°=0 p+ev-2( 3 >). 


Supponendo ora che il punto (2, y"%) si trovi ad ugual distanza dai tre ver- 
tici A, B, C del triangolo ABC, supponendo cioè che sia d=d'=d', sarà quel 
punto il ceniro del cerchio circoscritto a questo triangolo , e si avrà 


€ e 
P=5:13 
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per cui la equazione ultima diventerà 
bei ehi 20 DA-c°-—a? ae 
+ Tate] = 


AdS DA LL > 


4 4 


dalla quale si dedurrà 


1 abe 
(AZ 
45° 
espressione notabilissima del raggio del cerchio circoscritto ad un triangolo, 


di cui Sè la superficie ed a, è, c sono i lati. 

148. Si può eziandio asseguare il valore del razgio del cerchio iscritto 
in un triangolo dipendentemente dai lati e dalla superficie del triangolo. 
Infatti essendo (146) 


y' n! yy! fig! 
SIT, ya T7£2,y= ’ 
n all Figi Fas 


le equazioni dei lati AB=c, AC=Dd, BC=a, le lunghezze delle perpendicola- 
ri e, e', e! che da un punto (x’, y') preso dentro del triangolo ABC si ab- 
bassano sopra i medesimi lati c,ò, a saranno (143) 


I, 
u_u 
Y TECO A TA 
c'y xy 
ia E i i 
7 eee, 
1PS3 
(Ei 
} VI A 
pe ne" ri VIA 
cotti ; 
ds x _ 14 ay 
i. yl Val 24 ya 
NIE, 
I° 
I call xl! 
gi! J o) "I CI E d 
ta Li E La n 
di alal! d'magl! (ea yi (yy at (ay!) 
(ina : == 
NI 3 (FE? VET +) 
CA 
1+ (&; Tn) 
ala 
ovvero 
17) str “ni : my p ALII DOTAR: a 
aly''!_g'"y PEA Ae LI iene eee Se i 
ea———_—_— da 'z e a - 
lc : bi È a 


Ora la formola generale che da la espressione della lunghezza di una perpen- 

dicolare che da un punto dato per mezzo delle sue coordinate si Abbassa so- 

pra una retta di cui si sa la equazione, risultando da una estrazione di ra- 

ice quadrata } ha il doppio segno +; per conseguenza le precedenti cspres- 

sioni possono esser prese in due sensi. Per non far uso dra valori posi- 
Val. FL, ) 
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tivi, si osservi che la tangente dell'angolo che il lato AB fa con l’ asse delle 
ascisse è maggiore della tangente dell’ angolo che col medesimo asse fa la retta 
che passa per la origine A e pel punto (2°, y'); perciò sarà - 


HA y" 
al x “ 
Nella medesima guisa si vedrà essere 
ta " ' (7) 
Pei 
x! a! a gl” 


Ciò posto, si avranno le seguenti disuguaglianze 
dp”! 3 a'y'oa!y', esa’; 


donde conseguita che per non avere che valori positivi, fa d’ uopo nella pri- 
ma mutare i segni ai termini del numeratore, che diviene così 
aly _aty'" 


(ione 


c 


Siccome poi si ha a'y'>x'"y", nulla perciò si dovrà mutare nella seconda. 
Da ultimo la equazione del lato BC essendo 


yy! ay a! 


Y ’ 


a! za! 


la ordinata del punto di BC corrispondente all’ ascissa #' sarà 


1 ti 


YyTY 
d'a 


ay ay 
2 


x 


Pr] 


ma questa ordinata è evidentemente maggiore della y"; adunque 


LU If bj? CEI 
yy na LY XY 
pi Ù ULI 
Y < ' "4 x + ' I br} 
LI LX 
ovvero ancora 
Ed Hg pt 
ug yLY 
ui È Vizi ‘ 
Y < VIN rid ad 2 


donde 
nai AS HI (ARA AVRAI] dll bll 
(alal <y —yY 0 day cy 


ossia , sottraendo (e'/—a') y°" da ambedue i membri 
VIAVIRIL] È io 
o<laa yy ya ey ay), 


la qual formola e’ indica apertamente essere positivo il valore della perpendi- 
colare e”, e non far d’uopo perciò mutare i segni ai termini del numeratore. 
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Premesse tulte queste cose, sarà (146) 
ceqde' +ae! ("ya ye Sy Vd(2'y/" gg! yy _ 
A VETINAZI sel HM BIN 
ya) (ay ay) = 


ay ay! 25. 


Ora nella supposizione che il punto (x‘”, y"') sia il centro del cerchio iscritto 
nel triangolo si ha e=e'=e”= al raggio di questo cerchio. Adunque questo 
raggio sarà 


25 
e= ? 
atb+c 
149. Nella equazione 
cet-de' 4 ae'' —=25 
pongasi a=b=c, si otterrà 
26 


ede'4e' = = 
a 


Ma prendendo a per base del triangolo, e chiamando 4 l'altezza si ha 


1 25 

zah=S , donde h= —. 

2 i a 
Adunque e-+-e'+e"=h. Quindi il teorema : Se da un punto qualunque preso 
nell'interno di un triangolo equilatero si abbassano delle perpendicolari sopra i 
tre lati, sarà sempre la somma di siffatte perpendicolari uguale all'altezza del 
triangolo. 


CAPO VII. 


DELLA EQUAZIONE DEL CERCHIO, E DI ALCUNI PROBLEMI RELATIVI ALLA TEORIA 
DEI CONTATTI DEI CERCHI TRA LORO E CON LE LINEE RETTE. 


150. Sieno XX', YY' (fig. 33.) gli assi delle coordinate, A la toro ori- 
gine, C il centro di un cerchio, e Ca=a, Cb=b le coordinate particolari di 
questo centro. Si consideri inoltre sopra la circonferenza un punto qualun- 
que c, e con x, y s'indichino le coordinate di questo punto ; sarà la distanza 
del punto dal centro C (141) 


2 2 
VE=FYOD. 
Ora questa distanza essendo uguale al raggio del cerchio; è la medesima per 
tutti i punti della circonferenza ; se dunque rappresenteremo con r il raggio, 
avremo (136) per la equazione della circonferenza del cerchio, la quale più 
semplicemente ancora dicesi equazione del cerchio, 


(a+ (y—b}=r... (n), 
L'Aa°—20x4+-y°4+b°—2by=r°. 


ovvero 
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151. Le tre quantità costanti a, d, r che la equazione (m) contiene, ser- 
vono ad indicare ciò per cui una circonferenza di cerchio differisce da un’al- 
tra tanto in grandezza che in posizione. La equazione (m) poi cangia di for- 
ma secondo la diversa posizione del cerchio per rapporto agli assi delle coor- 
dinate. Per esempio, se la origine fosse situata sopra uno dei punti della cir- 
conferenza , si avrebbe r°=a°+-0”, e la equazione prenderebbe la forma più 
semplice 

Ly —2ax—2by=0. 


Se uno degli assi passasse pel centro e l’altro toccasse la circonferenza 
nel punto in cui essa è tagliata dal primo (fiy. 34. 35.°), si avrebbe a=90 e 
b=r, ovvero a=r e b=0, e la equazione del cerchio diventerebbe 


xc4y-2ry=0, 
ovvero 
LAY —2raz0. 
Se la origine degli assi fosse nel centro (fig. 35.%), si avrebbe nel mede- 
simo tempo a=0, e d=0, e la equazione generale (m) si muterebbe nella se- 


guente altra 
d4+y=r, 


della quale si fa uso più frequente. 

152. Supponendo ora gli assi delle coordinate obliqui , chiamiamo (xy) 
Vangolo dai medesimi contenuto; la generale equazione del cerchio ritenendo 
le denominazioni a, d per le coordinate del centro , sarà (141) 


(ea) +(y—0Y +2(e—0)(/b)cos(ay)=r*. 

Posta poi la origine nel centro del cerchio, si avrà a=b=0, e la equa- 

zione del cerchio sarà 
x 4-y?4+-2xy cos (xy)=r?. 

153. Risolviamo ora i seguenti problemi; 

Probl. 1.° Per due punti dati far passare un cerchio tangente ad una ret- 
ta data. 

Per più di semplicità prendiamo per asse delle ascisse la retta data XAX' 
(fig. 37.°), e la origine delle coordinate ortogonali si fissi al punto A comune 
iptersezione della MN che passa per i due punti dati M, N, e dell’ asse. Sieno 


inoltre 2°, y' Je coordinate del punto M, ed x,y" quelle delpunto N. La equa- 
zione del cerchio essendo in generale È 


lady, 
essa apparterrà al cerchio cercato quante volte le indeterminate a, d, ed r si 


determineranno dipendentemente dalle condizioni del proposto problema. Qui 
una dcile condizioni è evidentemente 


u=t, 


Dippiù, dovendo il cerchio passare per i punti M (2°, y°), ed N (#%, y°), han- 


no luogo eziandio le altre due condizioni 
(@' a+ —bf'ar®, 
(e pysar, 


le quali in virtù della prima si riducono alle due seguenti 


(d' —aP+y'?—2by'—0, 
(d'a ty?_ My! 0. 


Per la qual cosa, sostituendo nella prima di queste equazioni il valore di 6 
ricavato dalla seconda , si otterrà dopo avere sviluppato ed ordinato per 4, 


e A ey Mapy +) ya+- 9). 


Ma la supposizione che la retta MN passi per la origine delle coordinate dà 
luogo alla seguente relazione 


RS PA yl xp 
donde 1.0 e'y"—x"/=0; 2.0 re NT 


gi gif Oy Vpyr? 
12 (412 q 502 
per cui y'(x°4-y)= y'° (x uri Y. ed y(eLy (a+ — 
Y 


12 (9012 OY aly! (612 12 | ’ 
= e pr e (yy We y!!°) LI = 
AREA Y 
(yy ay Vary. Adunque 


GE) VET NIZZA, 
ossia , dividendo per y/—y/, 


dVIA VT =, 
e quindi finalmente 


— \Vi+y Val: 4y" —+ VAM.AN, 


Ora indicando a nello stesso tempo l’ascissa del centro del cerchio e del punto 
di contatto, il suo valore or ora trovato darà luogo alla seguente semplicissima 
costruzione, per mezzo della quale si troverà doppiamente risoluto il proble- 
ma: si prolunghi primieramente la retta che unisce i punti dati M, N fino ad 
incontrare la retta data XAX'; cerchisi poi la media proporzionale fra AM, ed 
AN; quindi si prendano dall'una parte e dall'altra del punto A_ sopra XAX' 
e parti AT, AT' uguali fra loro ed alla media proporzionale trovata; final- 
mente dai punti T, T' sopra XAX' s’innalzino le perpendicolari TC, TC’ e 
dal punto O medio di MN sopra MN la perpendicolare CC‘. I punti €, C/ dove 
questa ultima perpendicolare incontra le due prime, dinoteranno evidente 
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mente i centri dei due cerchi che passando per i punti M , N toccheranno l’uno 
in T, e l’altro in T' la data retta XAX. 

Se i punti dati M, N sono sopra una retta parallela alla retta data (fig. 38.°) 
il punto di contatto sarà il punto d’intersezione della perpendicolare alla MN 
nel suo punto medio conla retta data, Il problema riducesi in tal caso a far 
passare un cerchio per tre punti dati. 

Probl. 2.° Per un punto dato far passare un cerchio tangente a due rette 
date. 

Prendasi per origine degli assi il punto A (fig. 39.°) dove s'intersecano le 
rette date AB, AC, e per asse delle ascisse la retta XAX' che divide per metà il 
loro angolo BAC, il punto dato M essendo in questo angolo determinato dalle 
coordinate x, y'. Ciò posto, le equazioni delle rette AB, AC saranno 


UA YA 

nelle quali a esprime la tangente della metà dell'angolo delle due rette date. Per 
la qual cosa, le perpendicolari che dal centro del cerchio cercato si abbassa- 
no sopra queste medesime rette, ritenendo le denominazioni a, è per le coor- 
dinate del centro ed r pel raggio del cerchio cercato, avranno (143) per espres- 
sioni 

_ b_—aa bt-aa 

+ ST7TEAFOA 9 L Tali 9 

V ita V 14 

nelle quali la differenza di segno indica che le perpendicolari hanno una di- 


rezione inversa l una dall’ altra. Ora ambedue queste perpendicolari per con- 
dizione del problema debbono essere uguali al raggio del cerchio cercato. A- 


dunque 
_ b_aa b-paa 
=== ==, +. 
Via? TV1+ a 
saranno le due prime equazioni di còndizione. D'altra parte il cerchio cercato 
dovendo passare pel punto M (x, y'), si avrà per questo punto la equazione 


(a+ ya 
che sarà la terza di condizione. Ma le due prime danno evidentemente d=0 , 


per cui la terza si muta in 
Ù 2 12 2 
{e —a) Lug, 


che è una relazione che conviene ugualmente al punto M (2', y') ed al suo 
simmetrico N (2’,—y'). Adunque il cerchio cercato passa per questi due punti 
ed il problema riducesi perciò al precedente, a fare cioè passare per i due punti 
M ed N un cerchio che tocchi una delle rette date ; questo cerchio sarà ezian- 
dio tangente all’altra. 

Probl, 3.° Descrivere un cerchio tangente a due rette date e ad un cerchio 
dato. 

Le rette date sieno AB, AC ( fig. 40.°). Se il cerchio dato è secato da una 
di queste rette, la secante si prenda per asse delle ascisse, ed al punto d’incon- 
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tro delle due rette si costituisca la origine degli assi. Inoltre si chiami A l’an- 
golo delle rette, sarà 180° — A il suo supplemento ; a, è, r esprimano le coor- 
dinate del centro ed il raggio del cerchio dato, ed a', è’, r'le coordinate del 
centro ed il raggio del cerchio domandato. Ciò posto, il cerchio domandato 
dovendo essere tangente alla retta presa per asse delle ascisse, si avrà per la 


prima equazione di condizione 
bw; 


dovendo dippiù questo cerchio nell’ istesso tempo essere tangente alle due rette 
date, si avrà per la seconda equazione di condizione 
4 
b'=a' tang 3 3 


ovvero 
1800—A4 
> 
dovendo finalmente il cerchio domandato essere tangente al cerchio dato , e 
questo contatto nella fatta supposizione che il cerchio dato sechi una delle date 
rette non potendo essere che esterno, si avrà per la terza equazione di condi- 


zione 
(a af (b'_-b9=(r°4 7)? 


Questa ultima in virtà delle due precedenti, sì muta in 


b'=a' tang 


(a'—a} +(a' tang = tang do, 


ovvero in 
800—A 180° 
(a'—a)+-(a' tang STA —bY'=a' tang . 2 +r), 


le quali due equazioni senza la menoma difficoltà dopo di avere sviluppato, 
ordinato, e fatta ogni riduzione, danno 


A 
a°—2[a-4-(b+-r)tang 5] +a db —-r?-0, 


1800 —A 
a”-2[a+(b4+-r)tang E cs JU4a+0—r?2=0, 


da cui si ricavano per a’ i quattro seguenti valori 


a'=a4(6+r)tang d4 VP Tadino paia o 


180°—A 180°—A 
e'=0+(b++)tang rr vV La+(6+r)tang —_P_46°—r?), 
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i quali si costruiranno agevolmente così : si divida l’ angolo delle due rette ed 
il suo supplemento in due parti uguali per mezzo delle rette AS, AU. Pel pun- 
to P estremo dell’ascissa AP=a del centro O del cerchio dato si conducano le 
rette PS', PU’ parallele rispettivamente alle AS, AU. Si prenda PD=PR=b+r 
e per D sopra AX s'innalzi la perpendicolare IDI' indefinita ; sarà i 
0 
DI=(0+r)tang 5 , DI =(64-r)tang DITA, 


Inoltre conducendo Hi, VH' parallele ad AX; e prendendo PL=PH, PL'=P1I', 


sara 


AL=AP{-PL=AP-+-PH=AP+DI=a{-(+r)tang - i 


(Ezra i 4 rà ‘ 1 800 — A 
AL'ZAP+PL'=AP4-PH'=AP4DI'=0+-(b+7) ang —— 


Sopra queste due lunghezze , come diametri, si descrivano le due semicircon- 
ferenze AT'L, AT”L sopra le quali si portino le corde AT’, AT” uguali fra 
loro ed alla tangente AT condotta dal punto A al cerchio dato ; congiungendo 
il centro O con i punti A, T, si avrà 


(AT}=(AT'Y=(AT')=(A0)—(OT}=(APY +(O0P)—(0T)—a°-6°—r°, 

e per conseguenza la corda 
TREMITE. 4 A 

LT'=V(ALY_(ATY = f [a+ +otang 5 PA? peer), 


e la corda 


rr a l 180°—A4 
L'T'=V(AL'}-(AT") = I ta-+(6-tr)tang rsa si i 


Adunque portando queste corde a destra ed a sinistra dei punti L, L', sì co- 
nosceranno i quattro punti V, V', V”, V'“, nei quali i cerchi cercati debbono 
toccare l’asse delle ascisse AX, ed i centri Q, 0', Q”, 0’ di questi cerchi re- 
steranno quindi determinati dall'incontro delle perpendicolari VO, V'OUV"Q", 
V'Q'"! innalzate nei punti V, V, V, V'” al di sopra o al di sotto dell’ asse 
AX, con le AS, AU che dividono per metà l'angolo 4 delle date rette AB, AG, 
ed il suo supplemento 180°—A. 

Se il cerchio dato fosse compreso fra le due date rette, i due primi valori 
di a! sarebbero 


A È A. i ‘Di DI pa 
a'=04-(b4r)tang 3 £ VZATEEERSTTTO 3} @W+-r) 3 
ma gli altri due sarebbero 


A / 
; Au $ LA 
a'a4(b(t—r)tung gi 74 [a+ (b_r)tang gl) 3 
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poichè in questo secondo caso potendo il contatto del cerchio cercato col cer- 
chio dato essere si interno che esterno, la terza equazione di condizione sarà 


(a' a+ —b=(r4+r, 


la quale per essere b'=r'=a'tangÈ dà 


da de 
(a'—af4(a'tang n — b}=(a'tang 3 sr 
ossia 


A ) 
a'?—2[a+-(b+r)tang gl4® 40-20 ; 


da cui ricavansi i quattro succennati valori di a'. Ecco pertanto in qual ma- 
niera bisognerà costruire i due ultimi : si divida l’angolo A delle rette AB, AG 
(fig. 41.°)ia due parti uguali con la retta AS; pel punto P estremo dell’ascissa 
AP del céntro del cerchio dato si condaca PS’ parallela ad AS; si prenda 
PD=PR=b—r; dal punto D s'innalzi sopra AX la perpendicolare DI , sarà 


: A 
I=(br) —. 
DI—(b—r)tang 5 
Conducendo quindi IH parallela ad AX, e prendendo PL=PH, si avrà 
ALZAP4-PL=AP+-PICAP_4-DI=a+(0—r}tang £. 


Sopra questa lunghezza come diametro si descriva la semicirconferenza AT'L, 
Sopra la quale si porti la corda AT’ uguale ad AT tangente condotta dal punto 
A al cerchio dato; conducendo OA, OT, sarà 


(AT)°=(AT"7=(A0)°—(OT}=(AP}°t-(OPY—(0Tf=04b—r?, 


e quindi 
IVA Vor) 


Laonde portando questa corda a destra ed a sinistra del punto L, si avranno 
i due punti V, V' dove i cerchi cercati debbono toccare l’asse AX, ed i centri 
di questi cerchi saranno i punti Q, Q' dove le perpendicolari innalzate da V, 
V° al di sopra dell’ asse AX incontrano la AS che divide per metà |’ avgolo A 
delle date rette AB, AC. 

Allorchè le date rette sono parallele ( fig. /2.°), indicando con & la loro 
distanza , e supponendo che una di esse sechi il cerchio dato , le equazioni di 
condizione saranno 

bar, r'a 4 (0a) +0 b)"=(r'4r). 
‘ol. II. 17 


130 
Per la qual cosa , p 
origine nel punto dove 
incontra questo asse, ne 


rendendo la secante per asse delle ascisse, e ponendo la 
la perpendicolare abbassata dal centro del dato cerchio 
Ha quale supposizione a=0, avremo 


sngh_ soli 
a+ U=G +7 


donde si rileverà 


ho. h 
N Eprntr 
ff 2 2 
Per costruire questi valori di a‘, dal punto O centro del dato cerchio con un 


h_. s 00 
raggio uguale a + Dia descriva un cerchio , il quale tagli la parallela inter- 


media MN alle date AB, CD nei punti Q, Q'; risulterà 
‘3 n x 2 h x2 h % 12 
(0}=(1017={00}—(10}=(3 47500", 


ed i valori di a' saranno perciò IQ ed IO’, e conseguentemente Q , Q' i cen- 
tri dei cerchi cercati. 

Se il cerchio dato fosse compreso fra le parallele, nel qual caso può pure 
aver luogo il contatto interno del cerchio dato col cercato, oltre i succennali si 
otterrebbero per a' i due altri seguenti valori 


h h 
a+ Vi 


dei quali la costruzione è facile dietro ciò che è detto quì sopra (fig. 45." ). 


CAPO VII. 


DELLE EQUAZIONI DI ALCUNE CURVE FRA LE PIU CELEBRI PRESSO I GEOMETRI. 


154.1 cerchio AUDI ( fig. 44.“) che tocca in A" la linea retta AVE fac- 
ciasi ruotare sopra la medesima AE in guisa che continui sempre ad esserle 
tangente. Il punto A‘ del cerchio ritornerà ad A”E in E dopo che avrà descrit- 
ta la linea curva A"AE, la quale appellasi cicloide. Il cerchio mobile dicesi 
cerchio generatore della cicloide ; la retta AUE si chiama base della cicloide; il 
diametro AB perpendicolare alla base nel suo punto medio si nomina asse 
della cicloide. Ora è chiaro essere un qualunque arco B'A' del cerchio gene- 
ratore uguale alla retta A‘B' che è compresa fra i due punti A” e B', nei quali 
le due estremità dello stesso arco sono toccate dalla base AE, e tutta la pe- 
riferia del cerchio generatore essere uguale a tutta questa, base. A fine poi di 
ottenere la equazione della cicloide, si riferisca un punto qualunque della me- 
desima, per esempio A', agli assi XAX', YAY' per mezzo delle coordinate 
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AC=%z, A'C=y, il diametro AB del cerchio generatore sia —2a, e l'arco si- 
mile all'arco A‘K, ma appartenente al cerchio descritto col raggio 1 , si pon- 


ga =. Avremo 
d:a=z:NK, 


e quindi A'K—-az, ed MC—BB'=A"”B—A"B'=B'A'K—B'A'=A'K=42; dippiù 
id:a=senz: AM, 


donde A'M=a sen 3; e finalmente 
d:a=sen.0v.5 : AC, 
per cui AC=a sen.v.x. Adunque sarà 
y=az-ba senz, aa sen.v.s=a(1-—c0s 3). 
Da siflatte equazioni deduconsi le seguenti altre 


Y_ASZA4 Sens, X-AZ—_4 C06 35, 
e quindi (52) 
a+ =a, 
ossia 
(y—az})=2ax—2, 
da cui ricavasi agevolmente 


y_aAz4+ VQuc—a 4, 


i A'M KM.Mb' Zara" 
E poichè A'M=a sen 3, sen = — c VARE A 
a a 


, donde si fa 


Vu 


palese essere x un arco il cui seno agguaglia ; la qual cosa esprimen- 


V2ax- ara” 
=arcf senz ——_ ), 
a 


si otterrà per la cercata equazione della cicloide 


Viana ATENA var. 


La cicloide dicesi ordinaria met il cerchio generatore non ha altro 
movimento che quello di rotazione; che se il cerchio generatore oltre il mo- 
vimento di rotazione avesse anche quello di traslazione, o nel medesimo senso 
o<in senso contrario , la cicloide si direbbe allungata o accorciata. Nella ordina— 
ria abbiamo veduto che la base agguaglia Ja circonferenza del cerchio gene- 


dosi come segue 


y=za arc (n= !22 
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ratore , nell’allungata Ja base sarà maggiore di questa circonferenza , e mi- 
nore nell’ accorciata (*). 

155. Invece di far ruotare il cerchio AHK ( fig. 42.“) sopra una retta, 
facciasi ravvolgere sopra un altro cerchio AH'K'; un qualunque panto D pre- 
so dentro o fuori del cerchio mobile sulla direzione del diametro AB, descri- 
verà un’altra linea curva, la quale vien detta epicicloide. Sia pertanto il rag- 
gio OA del cerchio immobile=c, il raggio CB del cerchio mobile —=a, e la ret- 
ta CD=b. Prendasi per asse delle ascisse la retta XX, nella quale in una data 
situazione del cerchio mobile cadono i punti O, C, D. Questo cerchio muo- 
vendosi giunga nella situazione A'EB'Q, A'’D' sia la posizione della retta AD , 
ed il punto D cada in D’ in modo che si abbia C'D'=d. Si conducano le rette 
D'P, C'M perpendicolari all'asse delle x, e C'N perpendicolare a D'P. Ponga- 
si =2 l’arco AQ descritto sul cerchio immobile, sarà eziandio A'Q=3, e le 


misure degli angoli AOQ, A'C'Q saranno rispettivamente uguali a 2 pedi (1° 
ca 


fatti le misure degli angoli AOQ, ACQ sono gli archi circolari af, a'£' deserit- 
ti con i centri in O e C'e col raggio 1; ora esprimendo con 27 la periferia 
del cerchio descritto col raggio 1, 27°c esprimerà la periferia del cerchio AH'K' 
del quale il raggio è c,e 274 la periferia del cerchio A'EB'Q del quale il rag- 
gio è a, per cui gvranno luogo le seguenti proporzioni 


Dro è 20 0 dl, 
è m—S » pl 

Ira vela WB, 

. Adunque ec. 


donde si deducono ag= —, a'8'= 


Ser 


pla 


Premesse lutte quesie cose , nel triangolo rettangolo C'MO sarà 
C'M=C/0 sen C'OM=(a+c)sen 7» 


olèà 


MO=C/0 cos C'OM=(a-}-c)cos 


Dippiù essendo l'angolo D'C'N =180° — A'C/N = 180° — A'C'Q —NC'Q = 

so n c 
—180°—P—A'‘C'Q-A0Q=1800— - — 3 =-180°— di 
a 


z, nel triangolo ret- 
ac 


(*) AI Cardinal Cusa e a Carlodi Bovelle è stata attribuita la scoperta della cicloide, altrimenti det- 
ta frocoide; ma in verità questi matematici altro non fecero che accorgersi della sua generazione senza nep- 
pure riconoscere che essa fosse una curva particolare, ed il primo che lo fece rilevare circa il 1615 fu Ga- 
lileo. Le principali proprietà di una tal curva giustamente celebre verranno da noi esposte in appresso 
nelle applicazioni del calcolo differenziale ed integrale. 
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tangolo C'D'N sarà (48) 


D'N=C'D' sen D'ON=D sen (1800 SH 3 pn tte, 


> 


4 ac 
C'N=C"D' cos D'ON=b cos (1800 ET° ge 
ae ac 


Laonde si avrà 


x=P0=M0—MP=M0—C'N=(a+o) cos - +50 cos me 84 


ac 
y=PD'=NP+D'N=C'M+D'N=/a+) sen È +0 sen Lx; 
c ac 
e quindi 


x ate È 
£=(a+-c)° cos° a +8? cos? e 34+-2b(a+-c) cos = cos aa : 
c ac 


” 
= 


25 2on,2 ate Fa ate 
o? ; "È db cr b - ——- 3 
y=(a+c)?sen z +0°sen sa 34-2b(a-4c) sen arr 
per cui la cercata equazione della epicicloide sarà (52.53) 
2+P=(a+0)A-6+20(a-+-c)c0s 2 


Questa stessa equazione poteva dedursi nel modo seguente : congiungen- 
do il punto O col punto D' con la retta OD', nel triangolo rettangolo D'PO 


° si ha 


L4-y°=(0D")?. 
Ma nel triangolo D'C'O (64) 
(0D’)°=(C/D')"+(C'0)?-2CD'.C/0 cos D'C'0= 
=b+(0+-0)"—20(0+c) cos (180°— = )= 
=b°+(a+-c)?-2b(atc) cos —. 
Adunque 
2'+y°=b°H{a+-c)"-+2Ma+-c)cos n. 


156. Se per un punto O ( fig. 46.) preso fuori di una retta indefinita XX' 
conduciamo le rette OD, OM, ec... e quindi prendiamo le parti AD, QM, 
ec. tutte uguali fra loro ; la curva BB' che passa per i punti D, Mec... di- 
cesi concorde. Il punto O è il polo della concoide ; e la retta indefinita XX' la 
direttrice. Siccome poi siffatta costruzione può effettuarsi ancora al di sotto 
della direttrice, così abbiamo due specie di concoidi. La prima BB' appellasi 
concorde ulteriore e la seconda bb’ concoide citeriore. 

Dal detto risulta che la concoide può concepirsi generata dalla continua 
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intersezione della linea retta OM (fig. 47.‘ ) che gira intorno al punto O, con 
un cerchio MEQ di cui il centro GC scorra lungo la XX' e si trovi costante- 
mente sopra la OM. 

A fine di trovare la equazione della concoide , si riferisca un punto qua- 
lunque M ( fig. 46.°) della medesima agli assi XAX' , YAY' per mezzo delle 
coordinate AP=x , MP=y. Pongasi inoltre AD=QM=a , ed AO= ; sarà 
PQ = VOM} —(PMY = Va'—y", e quindi dalla somiglianza dei triangoli 
MOP, AO0Q si avrà 


PM(=y): PO= Ve—r=A0=d) : AQ(=a— Vety), 


donde si ricava 


cy—y Va'=y=bVa-y?. 
Adunque la cercata equazione sarà 
az a in E) 
Y 
la quale apparterrà eziandio alla concoideciteriore ove si supponga Ad=AD=a. 
Infatti per un qualunque punto m di questa essendo pn=—y, Ap=x, sarà 
Pq=V(qni (pi)? = Valy, ed Aq=Aptpg=ct Va—?. Posto ciò, i 
triangoli AOq , pmq simili daranno 
pa=—y) : pq=Va=y7)=A0=) : Ad=rtVay), 
e perciò Lin DEL 
—ry—-yVa— nba —y? ’ 
ay==(bty)V ey, 
donde si otterrà finalmente 
b N2 Li 24 
ge DEI a i 
Yy 
Ogni punto M (fig. /7.°) della concoide essendo la intersezione della 
circonferenza MEQ con la retta OM, la sua equazione potrà eziandio deducsi 


dalle equazioni di queste due linee. Ora, ritenendo le superiori denomina- 
zioni, la equazione della circonferenza MEQ è (150) 


ossia 


@—ACP+y=0, 


e quella della retta OM che passa per i due punti O, C, dei quali il primo ha 
l’ascissa —0 e la ordinata =—b, ed il secondo ha l’ascissa =AC e la ordi - 
nata =0, è (138) 
b 
= — (x—AC). 
ig ee 


Per la qualcosa, eliminando AC da queste due equazioni , si otterrà per la 


equazione della concoide 
L'YZb+y} ay), 
donde ec... 

Se b>a, la curva è qual si vede nelle figure 46.8 e 47.2 So li<a, la 
concoide citeriore ha un nodo Ondn' (fig. 48), nel qual caso essa 
vien chiamata concoide annodata. Finalmente se b=a, il nodo svanisce, e la 
curva è qual si vede nella figura 49. (*) 

157. Il cerchio AFB ( fig. 50.°) e la sua tangente BD sieno fissi, e la 
retta AD giri intorno alla estremità A del diametro AB; prendendo sempre 
AM=FD, la curva che si farà passare per tutti i punti M dicesi cissoide. Ora 
per trovare la equazione di questa curva » sieno AP=xr, MP=y le coordinate 
di uno qualunque dei punti M, e si noti con 2a il diametro AB. con che dal 
punto I° abbassando sopra AB la perpendicolare FE, poichè AM=FD , sarà 
EB=AP=x, AE=AB—EB=2a—x, e FE=VAE'EB=y2ta*, Ciò posto, 
dai triangoli simili AMP, AFE avendosi 


AP: MP=AE: FE, 
sarà 


xiy=z2a—a : VInsca? s 
donde si ricaverà la equazione 


LV Zacca® AVaV2a—x 107 aVa 


Yy= — n 


2a—-ax Za—-x V2a—a 


che innalzata al quadrato darà per la cercata equazione della cissoide (**) 
ai 
2 
ya ——=—, 
p Z2a—-x 

158. La retta AG (fig. 51.°), tangente al cerchio AEae in A muovasi 
uniformemente e parallelamente a se stessa lungo il diametro Aa, mentre il 
raggio CA si concepisce girare uniformemente intorno al centro C verso JE 5 
in guisa che AG e CA vengano nello stesso tempo a coincidere l'una con l’al- 
fra ; la continua intersezione di queste due rette darà luogo alla curva AMD, 
la quale appellasi quadratrice. Conseguita dal detto che uno spazio qualun- 
que AP percorso dalla retta AG sta all'arco circolare AB descritto nel tempo 
stesso dalla estremità del raggio CA, come un altro spazio AC sta all’ arco 
corrispondente AE. Adunque, ove si ponga AP=x, PM=y, CA=a, ABzzau, 
indicando con  l’ arco simile ad AB nel cerchio descritto col raggio =i, AE= 


(*) La concoide è stata inventata dal greco geometra Nicomede per risolvere i problemi della du- 
plicazione del cubo e della trisezione dell’ angolo. Alcuni geometri dello scorso i pra 
cupati delle concoidi. Vedi Memorie dell’ Accademia delle scienze di 1 arigi 1708, 17533, 1734, e 1755. 
Newton Aritmetica universale. ; x A si in i nei 

(**) La cissoide fu inventata dal geometra greco Diocle per risolvere il problema celebre in que 
tempi della costruzione di due medie proporzionali fra due rette date, 


136 


; 2ra na 
= al quarto della circonferenza= sat sarà 


x: auza: =i i 5» donde u=to. 
Ora dai triangoli simili ACG, PMC si ha 
l CP: PM=CA : AG, 
ossia 
ax: ya: a tang u=l : tang Dr. 
Adunque 


nr 
y=(a—a) tang —, 


sarà la cercata equazione della quadratrice. 

. Abbiamo supposto la origine delle coordinate in A ; se questa si colloca s- 
se in C, nella precedente equazione in luogo di x bisognerebbe sostituire a—-x; 
per la qual cosa si otterrebbe (47) 


mia n 
y=x tang Cn ) x tang (5 —_ Do) =x col = 9): 
a a 


DEL MODO DI DESCRIVERE LE LINEE , DATE ESSENDO LE LORO EQUAZIONI. 


159. Nei capi precedenti si è fatto vedere come con l’aiuto dei principii 
di Geometria combinati con i metodi analitici dati dall’ Algebra , si può tro- 
vare una equazione che esprime le relazioni che esistono fra i differenti punti 
di una linea, della quale si conoscono alcune delle sue proprietà. Nel presente 
capo ci occuperemo nell’ insegnare il modo di descrivere la linea allorchè è 


data la sua equazione. 
Quando una linea è data per mezzo della sua equazione, a fine di po- 
terla costruire , si concepiscono primieramente condotti i due assi fissi XAX', 


YAV' (fig. 52.) , i quali si tagliano in À ad angolo XAY , che per più di 


(*) La invenzione della quadratrice si attribuisce comunemente a Dinostrato geometra greco della 
scuola di Platone. Pappo nella 25.* proposizione del libro quarto delle sue collezioni matematiche dice 
che Dinostrato, Nicomede , ed altri geometri più giovani avevano fatto uso di una curva che avrebbe 
avuto il doppio vantaggio di dare la trisezione e la multisezione dell'angolo non meno che la quadratu- 
ra del cerchio , ove avesse potuto descriversi con un movimento continuo mediante la riga si il com- 
passo. Per tal ragione è stata appellata guadratrice questa linea, ma essa non adempie rigorosamente 
nè all'uno nè all’altro oggetto cui era destinata. Pappo inoltre fa vedere che la descrizione di questa 
curva presuppone la soluzione che essa dovrebbe dare. Egli non dice espressamente che Dinostrato ne 
fosse l’ inventore , ma lo nomina il primo fra quelli che ne hanno fatto uso, e la quadratrice ha conser 
vato il nome di questo geometra , del quale niun’ altra cosa sappiamo. 
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semplicità si suole supporre retto; quindi sopra l’asse XAX' dal punto A si 
prendono quante ascisse AP, AP', AP", ».. si vogliono, tutte determinate 
a piacere, ed i valori di queste si sostituiscono successivamente nella proposta 
equazione in luogo di #, ricavando in seguito dalla medesima equazione i va- 
lori tanto reali che immaginarii delle corrispondenti ordinate y. Ciò fatto, se 
le ordinate reali PM, P'M’, P"M”,... in tal guisa determinate s° intendono 
applicate parallelamente all’asse YAY" a quei punti dell’ asse XAX' nei quali 
terminano le corrispondenti ascisse , le loro estremità M, M',M”,... dino- 
teranno altrettanti punti della linea , alla quale la proposta equazione appar- 
tiene. È chiaro poi che alle ordinate immaginarie, siccome impossibili, niun 
punto risponderà della medesima linea. 

160. Le cose dette resteranno vie maggiormente dichiarate per inezzo dei 
seguenti esempii. 
1.° Si domandi di tracciare la curva espressa dalla equazione 


(y—a°)=a. 


Estraendo da tutti e due i membri la radice quadrata , si avrà y-xe'=+2°Ve, 
da cui per il valore di y si dedurrà 


y=01+V%). 
Questa equazione decomponendosi nelle due 


y=2(14+Vx), y=2(1-v2), 


fa vedere che la curva ha due rami, e che ambedue questi rami passano per 
la origine A ( fig. 53.< ) delle coordinate; imperocché sì nell’ una che nel- 
V altra ad a=0 corrisponde y=0. Considerando poi la prima equazione, a mi- 
sura che in essa si fa aumentare € positivamente, y aumenta pure positiva - 
mente, in modo che ad x = cc corrisponde y = . Adunque il ramo della cur- 
va che corrisponde alla prima equazione sì estende all’ infinito nel senso delle 
x e delle y positive. Se si attribuiscono ad x dei valori negativi, Ve diventa 
immaginario , tale sarà conseguentemente anche y, ed il succennato ramo 
della curva non si estenderà dalla parte delle @ negative. Considerando ora la 
seconda equazione, allorchè in essa si suppone «= 1, si ha y=0. Adungue il 
ramo della curva che corrisponde alla seconda equazione taglia 1’ asse delle 
ascisse nel punto P, supponendo che sia AP=1. Inoltre per tuttii valori po- 
sitivi di 2 maggiori della unità il fattore 1—yx diventa negativo, e conse- 
guentemente i valori di y sono negativi; e siccome ad x=% corrisponde 
y=—@ , questo secondo ramo della curva si estenderà ali’ infinito nel senso 
delle © positive e delle y negative. Fina!mente ai valori negativi di x corris- 
pondendo dei valori di y immaginarii , la curva non avrà affatto punti dalla 
parte delle x negative. 
2.° Si cerchi di descrivere la curva che ha per equazione 


y=pa. 
In questa , allorchè si fa xa=0, si ha pure y=0; dippiù, supposta positiva la 
Vol. II. 18 
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quantità p, a ciascun’ ascissa x positiva corrispondono due ordinate reali 


y=tVps, 
della medesima lunghezza, ma di segno contrarie ; finalmente alle ascisse ne- 
gative corrispondono le ordinate immaginarie 
y=tV_ps- 
Adunque la proposta equazione rappresenta la curva MAM' ( fig. 54.°), la 
quale dalla origine A si estende verso X tanto sopra che sotto 1’ asse AX ; e 
oichè crescendo all’ infinito l’ ascissa positiva x, cresce pure all'infinito l’una 
e Valtra ordinata +vps perciò i due rami AM, AM' della succennata curva 
mentre si estendono all’infinito verso X, si allontaneranno sempre più dal- 


l’asse AX. 
3.° Debba descriversi la curva che ha per equazione 


papa?) 


Questa curva non deve estendersi all’ infinito, ma contenersi fra certi limili ; 
infatti allorchè si suppone nella equazione Vascissa «dg, ossia che x è posi- 
tiva ossia che è negativa, riuscirà sempre immaginaria la ordinata y. Posta 
oi «=-a, risulterà y=0, donde si vede che la curva seca l’asse delle ascis- 
se nei punti P, P' ( fig. 50.°) a distanze uguali ad ae —a dalla origine A de- 
gli assi. Finalmente a ciascuna delle altre ascisse *<-|-a corrispondono sem- 
pre due ordinate reali Ls 
y=tVp(e—2); 
le quali diminuiscono da x=0 fino ad «a. Dalle quali cose tutte, chiaro 
si scorge essere BPB'P' l'andamento della curva ristretto fra certi limiti ed 
in piuna parte interrotto così sopra che sotto l'asse XAX', tanto verso X che 
verso X', ed insieme essere fra loro uguali le parti BP, PB', B'P‘, P'B. 
4.9 Propongasi di disegnare la curva corrispondente alla equazione 


y=p{x°—a?). 


Il valore di y° risulterà negativo, e perciò la ordinata y sarà immaginaria 
quantunque volte x<a sia che |’ ascissa x sì prenda positiva sia che si pren- 
da negativa. Pongasi x«=+-a, sarà y=0 ; a ciascuna poi delle altre ascisse 
x>+a corrisponderanno sempre due ordinate reali 
y=t+Vpe—e) ’ 
le quali cresceranno da e=-ta fino ad a=+ . La curva dunque secherà l’as- 
se delle ascisse a distanze dalla origine uguali ad a e—a, e quindi si estende- 
rà all'infinito con quattro rami, i quali si allontaneranno sempre più dal suc- 
cennato asse, e sì dirigeranno due verso la parte positiva X, e due verso la 
negativa N'( fig. 96.°). 
5.° Propongasi in quinto luogo la seguente equazione 


y=ba', 
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nella quale si suppone a>41, ed in A(fig.27.<) si stabilisca la origine delle 
coordinate. Prendendo le ascisse x in progressione aritmetica verso la parte. 
positiva X, si otterranno le ordinate y crescenti in progressione geometrica : 
all’ ascissa e=0 corrisponderà la ordinata y==AK=5; che se poi si considerino 
le ascisse —x, quelle cioè che si diriggono verso la parte negativa X/, sarà 


e perciò prendendo siffatte ascisse in progressione aritmetica, le ordinate y 
diminuiranno in progressione geometrica. Adunque la curva LL' che è rap- 
presentata dalla proposta equazione, e che dicesi logaritmica, dalla parte po- 
sitiva X delle ascisse sempre più si scosterà dal loro asse XAX/, ma dalla par- 
te negativa X‘ sempre più si accosterà al medesimo XAX' senza però poterlo 
mai raggiugnere, 

6.° Sia data finalmente la equazione 


(2° -4-y°)=a(Y— e) 3 


la quale appartiene alla lemniscata di Giacomo Bernoulli. Risolvendo la equa- 
zione per rapporto ad y , sarà 


al-2ar° ay Prva “per 
y=t a: se Tarn 5 


. . . è e; . a 
laonde si avranno quattro valori reali di y se a2>8x?, se cioè *1<+ ONDE, 
. a DE 2 ga ; die È 
se pol a>+ 573 , tutti i valori di y saranno Immaginarii. I quattro va- 


i 5 E Pia a 3 
lori reali di y si ridurranno a due se a= © zv2 , nel qual caso sarà y= 
ay3 î CARE e 4 gi 
ne sE Posta x=0 , sarà y=+ Fe + 3? cioè due valori di y saran- 
no-|a e —a, e gli altri due =0. Sia dunque XX' (fig. 38.°) l’asse delle 
ascisse, ed A la origine delle medesime; se nell’asse delle ordinate YY' si 
prenda la ordinata AB—=AB'=a, la curva passerà per i punti A, B, B'. Inol- 


a è 

tre prendendo AD-AD'— 3V3° e conducendo le ordinate DE= DE'=D'E"— 
av3 . n 

DEM so, , i punti E, E’, E”, E‘ apparterranno alla curva. Final- 
mente se l’ ascissa si prende > AD, le ordinate saranno immaginarie, ma a 
tutte le ascisse AP<AD corrisponderanno quattro ordinate PM, PM', PM”, 
PM", delle quali le due prime saranno rispettivamente uguali alle due ultime 
€ poste in senso contrario ; quindi la lemniscata ha un nudo in A, e le sue 
parti AEB, AE'B', AE”B', AE’"B’ sono uguali e simili. 
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CAPO XxX. 


DELLA INVESTIGAZIONE DELLE DIVERSE LINEE CHE SI COMPRENDONO NELLA 
GENERALE EQUAZIONE DI SECONDO GRADO FRA LE DUE VARIABILI ©, Y. 


161. Le linee si dividono ordinariamente in due classi; in linee algebri- 
che o geometriche, ed in linee trascendenti o meccaniche. Le prime sono quelle 
per le quali il rapporto fra l’ ascissa e la ordinata è espresso da quantità al- 
gebriche ordinarie, le seconde sono quelle di cui le equazioni contengono 
quantità trascendenti, quali sono le esponenziali, le logaritmiche, e le trigo- 
nometriche. Per tal guisa, la circonferenza del cerchio, la concoide , la cis- 
soide, ec. sono linee algebriche, ma la cicloide , la quadratrice , la logarit- 
mica , ec. sono linec trascendenti. 

Le linee algebriche si distinguono in ordini secondo il grado delle equa- 
zioni che le esprimono. Le linee del primo ordine sono tulte comprese nella 
equazione 


Ay+Bx|-C=0 ; 
quelle del secondo nella equazione 
AY 4+-Bxyd-Cx°4-DypPEx3-F=0; 
quelle del terzo nella equazione 
Ay+Bxy"+Cx°y+D0 A-EPt-Fry4-Gel+Hyt+Ka4I20 ; 


e così delle altre. E siccome le linee del primo ordine non sono che rette , co- 
sì le linee del secondo ordine chiamansi ancora curve del primo ordine , 
je linee del terzo ordine diconsi pure curve del secondo ordine, e così di 
seguito. | 
La equazione delle linee del terzo ordine contenendo dieci costanti arbi- 
trarie, chiaro si vede dovere il loro numero essere considerevole di molto. 
1l Newton le portò a 72; ma lo Sterling avendone scoperte altre quattro, e 
due altre lo Stone, il numero totale dovrebbe essere portato a 78. Però l'Eu- 
lero, che le classifica in sedici generi, afferma esservene 80 varietà. Dice 
ioltre che vi sono più di 500 specie di linee del quarto ordine , dal che 
possiamo giudicare a qual numero debbono elevarsi le linee degli ordini su- 
periori. 

La teoria delle linee curve forma uno dei rami i più importanti delle 
scienze matematiche. Ma a fine di scrivere intorno a tal subbietto con tutta 
quell’ampiezza e quello sviluppo che esso merita, uopo sarebbe uscir fuora 
dei limiti che restringono questa opera, la quale abbracciando le matematiche 
pure in tutto il loro complesso non può discende.e nelle singole parti, ond’es- 
se compongonsi , a tutte quelle particolarità che pur si rattrovano nei tral- 
tati speciali. Laonde saremo contenti di dire qui alcuna cosa, tanto che 
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basti, circa il numero delle curve che si contengono nella generale cquazione 


di secondo grado 
di Ù AY+Bay+Ce° + Dy+Ex4-F-0 


fra le coordinate «AP, y=KP riferite agli assi obliqui AX, AY(fig. do); 
162. Dividendo la equazione per 4, e facendo per brevità 
B C D E F 
Fidi via i. 7; 
avremo 


Y+maytne+py+qgrt+r=0 .... (2), 
la quale, ove si risolva per rispetto ad y, darà 
it 

2 a 
Egli è poi evidente potersi la variabile x prendere grande così che il segno di 
lotta intera la quantità 


if: 


(M°—-4n) 2" 42mp—2g,x+p—4r can (0 


(m°-4n)x°+2(mp—29)r+p—4r . . .. (0) 


sia lo stesso che il segno del primo termine (m_-4n)o?, e si rimanga lo sles- 
so facendo prendere ad x dei valori sempre più grandi (*). Quindi risulta 


(*) Dinotando con % un numero intero qualunque, in generale può dimostrarsi che in un polino- 
mio della forma seguente 


k-2 


unt a pal! + y7Xx° +... I) 


crescendo x al?’ infinito, si giugnerà una volta ad un valore di x tale che il segno di tutto il polinomio 
divenga e quindi seguiti sempre ad essere lo stesso che il segno del primo termine, Iufatti a questo po- 
linomio può farsi prendere la forma 


a ff) Y to 
{XE T + STAT]. 
L i x 


Ora è chiaro che crescendo x all’ infinito , e la quantità 


(1) Y w 
TETTT+-. +1 
x x 


accostandosi perciò a zero più di una qualunque quantità data comunque piccola, una volta diventerà 


td Y tw 
GP TAITTA TT 
ILL © 
nel qual caso sarà pure 


E È «#0 = i 
— Lenna Li 
a n A «ee, 
ossia 
ut Bat dora + LL Wy 
e conseguentemente il segno del polinomio 


wet 4 Bet apr t+ A 


4 x B 5 FI 
serà lo stesso che il segno del primo termine «x. 
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1.° Sem?—4n<0, si giognerà certamente ad un tal valore dell’ ascis- 
sa x per cui la quantità (0') diventerà ed in seguito pure si rimarrà sempre 
negativa, sia che « si prenda positiva sia che si prenda negativa ; per la qual 
cosa (159) la curva si conterrà fra certi limiti che punto non oltrepasserà. 

2.° Se m°—4n=-0, sigiugnerà ad un tal valore dell’ ascissa x per cui la 
quantità (0’) risulterà ed in seguito si manterrà costantemente posiliva o ne- 
gativa, se mp—29>0, secondo che l’ascissa si prende positiva o negativa: ed 
al contrario risulterà (0'), e si manterrà poi sempre negativa o positiva , se 
mp-—2q <0. Adunque la curva si estenderà con due rami all’ infinito. 

3.° Se m°—4n>>O0, si giugnerà ad un tal valore dell’ascissa #, oltre il 
quale la quantità (0’) sarà sempre positiva, sia chex si prenda positiva sia 
che si prefda negativa; per lo che la curva avrà quattro rami i quali si 
estenderanno all’ infinito. 

Ella è poi cosa evidente essere la curva , la quale non ha ramo alcuno 
infinito, diversa da quella che ne ha due, e da ambedue queste differire l’ al- 
tra che con quattro rami si estende all’ infinito. Donde conseguita contenersi 
nella proposta equazione tre specie di curve fra loro del tutto diverse. 

163. Proponiamoci ora di trasferire la proposta equazione dagli assi AX, 
AY agli assi A'X', A'V', dei quali A'Y' facciasi coincidere con AY ; la rela- 
zione fra le antiche coordinate a=AP, y=KP, e le nuove x'=A'P', y'=KP' , 
supponendo 


sen (xy) pg (ela) _m AA? 
/ prete eo en 
sen (xy) senta'y) 2 2 


verrà espressa dalle seguenti equazioni 
MXLHk- 
vas ty 4 


Infatti , conducendo AQ parallela ad A'X’, nel triangolo APQ si ha 
AQ(=A'P'): AP=senAPQ : senAQP, ossia 2: a=sen (xy) : sen (2'4), 


donde 
sen (x 
'— alc x=hx . 
sen (x'y) 


Dippiù, dalla stessa proprietà del triangolo rettilineo, che cioè i lati stanno 
Li sen (a'x 3 Le 
fra loro come i seni degli angoli opposti, si ricava PO= a e quindi 
sen (2'Y) 
essendo 


KP'=-KP+PQ+QP'=KP-PO+AA', 


si otterrà » 
sen (2'x) p met-p 
y=yt — et 5 =yt a 


TAI pena 
sen (2°Y) 


É 143 


Li 
pg? © quindi y=y' — 


. "4 5 . FIREE: x 
Da siffatte equazioni, dedacesi primieramente «= — 
() 


maedp 2hy'-mae'—I 
ne Lia DA Z Li Laonde sarà 
2 2h 
,? Aly Am?x!°-+-h?p° —4hma!y —Alpy'42hmpa'! 
p= —— , 
4h? 


2hma'y me? -—hmpo! — Ahme'y-2mo' ?_2hmpa! 


24? 4h? 
.° NA? Ana? 
na— E gp 
pù 2hpy' — mpa' — hp? __ Al py'—2hmpe!' 2h p 
2h 4h? : 


qu 4hga' 
LZ =, 
h Ah 


Sostituendo questi valori nella equazione (P), moltiplicando la risultante 
equazione per 4h?, e facendo le opportune riduzioni, si avrà 


ily°—(m_-n)a!?—2h(mp—2g2'--k(p—4r)=0, 


donde 
m_M4n  Mp—-29 ,, p—4r pi 
LT ae 1 do” 4 i 


Ciascuno poi agevolmente si persuaderà contenere la equazione (P'), come 
la (P), tutte le linee del secondo ordine, nè, perciocchè quella sia priva di 
due termini , essere meno di questa universale. Per ciò dunque e per quanto 
fu detto nel numero precedente , ove si ponga 


m_-An mp2 b p—4r 


4 
4h? ? 2h * 4 


la prima specie di curve sarà contenuta nella equazione 


y°=ctba' ax, 
la seconda nella equazione 
| y°=c+ ba! , 
e la terza nella equazione 
y°=cdba'+ax!. 


PINE b 
164. Invece di x’ pongasi nella prima di queste equazioni x'+ da nella 
5 » ed &'— — nella terza, le quali posizioni altro evidentemen- 


seconda a'— 
2a 
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te non fanno che trasferire da uno in altro punto dell'asse A/X' la origine A' 
delle ascisse; si avranno i 


b° 4ac+-b° 
yet da — ar =a (e 2°), | 
es) 


2 4 REA pei 
ye reed ( aa “e” | 


Alla seconda di queste equazioni manifestamente riducesi la curva che con- 
templata abbiamo sopra (160: 2.°), e che vien chiamata parabola; alla pri- 
ma la curva della quale si é parlato (160: 3.°), e che dicesi ellisse ; ed alla 
terza la curva della quale fu detto (160: 4.°), e che si nomina 7perbola. 

165. Alla prima delle equazioni (P‘) riducesi altresi la circonferenza 
del cerchio , supponendo a=1, e le coordinate ortogonali (151). Ora in siffat- 
ta supposizione 

in-m? 


ne =1,sen(a'y)=1, sen (ay}=c0s (2°), 


azz 


e quindi (163.52) 


2 
m 
a 0522) EPA 
n=h° + pai c)bsen'z'azl. 


Adunque la generale equazione del cerchio avrà (162: (P)) la seguente forma 
ydmayto+pytget4r=0. 


166. Delle proprietà delle linee del secondo ordine, Je quali non sono 
diverse dalle sezioni coniche, tratteremo a lungo e di proposito nel libro se- 
guente ; intanto noteremo quì due cose : 

1.° 1 fattori del trinomio 


Y+mey tn? 
sono 


XL CI XL soda 
Yyt z (m—Vniin) ) FE 5 (m+ Vuni—ln) l 


Adunque (162) la generale equazione di secondo grado fra le variabili @, y 
apparterrà alla prima specie di curve quantunque volte non può quel trino- 
mio risolversi in fattori reali ; apparterrà poi alla seconda specie, se quel tri- 
nomio può risolversi in due fattori reali uguali; e finalmente apparterrà alla 
terza specie, se il medesimo trinomio si può risolvere in due fattori reali di- 


suguali. 


. e i ; 
2.° Se oltre m°— 4n=0 si ha pure mp—29=0, insieme con n= <_ Sara 
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Mm . 
pure =>, e conseguentemente la generale equazione (P) potrà seriversi 


come segue 


mx? mpa 
(rar +4 tr=0, 


ovvero ancora come segue 


x S) ma 
— ) — |)—_r 
€ o) H (04 53) = 


| P ha . 
Aggiugnendo — ad ambedue i membri di questa equazione, perchè così il 


primo membro si faccia un quadrato perfetto, si avrà 


ma, p a D A 


la quale riducendosi evidentemente al primo grado, apparterrà alla linea retta. 
Dalla (0) siamo poi avvertiti p"—4r>0 somministrare in questo caso due 
rette; p—4r=0 una; p°—4r<0 nessuna. 


CAPO XI. 


DEI PRINCIPII GENERALI DELLA GEOMETRIA ANALITICA A TRE COORDINATE. 


167. Sieno tre piani YAZ, XAZ, XAY (fig. Go.° ) perpendicolari fra lo- 
ro in guisa che ciascuna delle comuni loro intersezioni AZ 3 AY, ‘AX riesca 
perpendicolare alle altre due. Indichiamo con 4, b, c, le distanze di un punto 
M da questi tre piani , e il punto stesso supponiamolo situato nell’angolo trie- 
dro AXVYZ. Si prenda sopra AX AD=za, sopra AY AE=D, e sopra AZ AF=<c, 
e quindi per i punti D, E, F si conducano i piani DM, EM, FM paralleli ai 
tre piani dati YAZ, XAZ, XAY. Il punto Msarà situato alla intersezione co- 
mune dei tre piani paralleli , e conseguentemente la sua posizione nello sp@t- 
zio sarà del tutto determinata. Imperocchè, siceome i due piani DM ed EM 
hanno tutti i loro puoti situati alle distanze a e è dai piani YAZ ed XAZ, la 
intersezione MC di questi piani avrà pure tutti i suoi punti a queste medesi- 
me distanze da YAZ e da XAZ: per siffatta guisa, il punto M dovendo trovarsi 
nello stesso tempo sopra i due piani DM ed EM non può non trovarsi sopra la 
retta MC che è comune ad ambedue. Dippiù, questo punto , dovendo ugual- 
mente trovarsi sopra il terzo piano parallelo FM situato ad una distanza c da 
XAY non può non trovarsi in M dove il piano FM seca la retta MC. 

Si dinotano con x ledistanze dal piano YAZ contate sopra la inlersezio- 
ne AX, con y le distanze dal piano XAZ contate sopra la intersezione AY, e 
finalmente con 2 le distanze dal piano XAY contate sopra la intersezione AZ. 
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Per siffatta guisa le tre intersezioni AX, AY, AZ sono rispettivamente chia- 
mate assi delle x, delle y, delle =. Esse si dicono eziandio assi coordinati , 
ovvero assi delle coordinate, essendo le distanze x, y, le coordinate del 
punto che si considera nello spazio. 

Si chiama pure, per ragione di brevità, piano delle y3 il piano YAZ per- 
pendicolare all'asse delle 2; piano delle x2 il piano XAZ perpendicolare all’as- 
se delle y; e finalmente piano delle wy il piano XAY perpendicolare all’ asse 
delle =. Quest'ultimo piano si considera ordinariamente come se avesse una 
posizione orizzontale. Da siffatte definizioni facilmente comprendesi essere le 


usi, 0g 


le equazioni del punto M, e quando queste equazioni sono conosciute , deter- 
minare esse il punto nello spazio. 

168. Siccome, prolungando i tre piani coordinati indefinitamente in tutti 
i sensi, vengono a formarsi intorno al punto A otto angoli triedri, a fine di 
determinare in quale di questi angoli è situato il punto, si considerano come 
positive le distanze contate sopra AX alla destra di A, o da A verso X, e co- 
me negative le distanze contate alla sinistra di A, o da A verso X'. In ugual 
modo le distanze contate sopra AV, AZ sono considerate come positive da A 
verso Y e Z, e come negative da A verso Y' e Z'. La posizione adunque di 
un punto nello spazio si trova pienamente determinata per mezzo dei segni 
delle distanze a, dj c, quando queste distanze sono conosciute. Così le equa- 
zioni del punto sono 


AXYZ ... a =—ba,y=-+b,s=+€, 
AX'VZ ... a=—a, y=t6b,53=t6, 
ANVIZ ... a=+a, y=— db, 5=t0, 
AXYZ! ... c=4+a,y=+b,5=—C, 
ANIVIZ... a =—a,y=—b,53=+€, 
ANNI... a=—1,y=4b,3=-0, 
ANVIZ! ... a =+ba,y=—0b,5=—0; 


ANIVIZ!... a =, y=—b, 3=—0. 


nell’ angolo 


Quando nelle equazioni del punto una delle coordinate a, d, c è zero, ciò 
vuol dire che il punto è situato nel piano delle altre due coordinate; per esem- 
pio, la equazione =0 indica che il punto è situato nel piano delle xy. Allor- 
chè due delle succennate distanze sono nulle nel medesimo tempo, il punto si 
troverà sopra l’asse della terza; così le equazioni ==0, y=0 indicano che il 
punto è situato sopra l’asse delle x. Da ultimo le tre equazioni s=0, y=0,a=0 
appartengono alla origine A delle coordinate. 

Nella supposizione in cui ci troviamo, che cioè i piani coordinati sono 
perpendicolari gli uni agli altri, gli assi AX, AY, AZ si dicono ortogonali ; 


147 
che se i piani coordinati non fossero perpendicolari gli uni sopra gli altri, 
gli assi AX, AY, AZ si direbbero obliqui, e le equazioni del punto esprime- 
rebbero allora semplicemente delle distanze contate parallelamente a questi as- 
si. Noi in seguito supporremo sempre ortogonali gli assi, ove altro non sl av- 
verte in contrario. 

169. Dinotiamo ora con @, y, 5 le coordinate AO, PO, Mp (fg. 01) 
del punto M, e con a', y', 2' le coordinate AQ’, P'Q', MP‘ del punto M'. Da 
M ad M, e da P a P' conduciamo le rette MM', PP‘, e da M’, P' abbassiamo le 
perpendicolari M'II, P‘Il' sopra MP, PQ. Si avrà 


nia CTD? (N11) = (MIT)? +-(P'PP—(MI1)" + (PIP. 
a 
MI=MP—HP_MP_-M'Pf—=-_.' 


i 9 


Pl'=PQ—Il'0=PQ—P/Q/=yy", 
P'I'—0"0=AQ—-AQ'=p-3!. 


Adunque sostituendo sarà 
(MM=G=a + (yy) +=). 
Se e'=0, y/=0, 2-0. il punto M° coinciderà col punto A, e quindi 
14 , a Up Ì 1,04 


(AM?P=x+y +52. 
Nella medesima guisa si otterrà 
(AM) 04 yl pr, 
170. Il triangolo AMM' da (64:(2'"). 146) 
(AMP+(AM?—MM"? 


te SISI THAI 
‘09 ZAM.AM 


Sostituendo nel solo numeratore ad AM, AM’, MM' i rispettivi valori trovati 
nel numero precedente, e chiamando v l'angolo MAM’, si avrà, fatte tutte le 
riduzioni, 
ae'4yy' Ass! 
AM.AM' 

Ora, esprimendo con X, Y, Z gli angoli che la retta AM fa con gli assi AX. 
AY, AZ, e con X', Y', Z' gli angoli che con i medesimi assi fa la retta AM’. 
abbiamo (79) 

x=AM cos X, y = AM cos Y, = = AM cos Z x 

a! AM' cos A n= AM' cos Fi, 2'= AM' cos Ag: 


cos y= 


e quindi 
12'+yy' +35" AM.AM'(cos X cos A'-+cos Y cos Y'+cos Z cus Z'). 
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Adunque sostituendo , risulterà 


cos y=c0s X cos X'4-cos Y cos Y'-+cos Z cos Z'. 
Laonde 1.° Se y=90°, sarà cosy=0, e perciò 
cos X cos X'+cos Y cos Y'+-cos Z cos £'=0. 


9.0 Se y—=0°, lo rette AM, AM coincidendo non formeranno che una s0- 
la retta, e sarà per conseguenza 


cos X-+cos° Y+cosZ=1, 
ovvero ancora 


cosX' +cos° Y'+cos°Z'=1. 


ATI. Si conducano per il punto A (fig. 62.%) i tre nuovi assi AX', AV', 
AZ' anch'essi ortogonali con i quali gli assi AX, AV, AZ facciano gli angoli 
(cx), (2y'), (134); (42%), (yy), luz"); (320), (2y"), (32°). Se il punto M riferito 
agli assi AX, AY, AZ si vuole ora riferire agli altri AX', AV‘, A7', cercasi la 
relazione che ha luogo fra le antiche coordinate AQ(=2), PO=y), MP(=3), e 
le nuove Aq(=x"), pqa(=y'), Mp3). 

Dalla origine A delle coordinate conducasi al punto M la retta AM, e 
con (ma), (my), (ma), (ma), (my'), (m23') si esprimano gli angoli che la retta AM 


fa con gli assi AX, AY, AZ, AN, AV', AZ'. Sarà (170) 


cos(ma)==cos(ma' )cos(xx') +cos(my')cos(xy')+ cos(mz')cos(x3'), 

cos(my)=cos(ma')cos(yo' ) + cos(my')cos(yy')+ cos(ma')cos(yz') , 

cos(mz)==cos(ma')cos(5a' )+.cos(my')coskzy' )+-cos (m3')cos ="). 
Ma (79) 


x Y 5 
cosima \= —, costmy)= ——, cos(imz)= 7 
(me = Fr OM Agp A )5= 70° 


ei o 
cosima)==—, costiny')= +, c0smz)= 

’ \ i c 
AM AM’ TAM 


Sostituendo quindi, e moltiplicando per AM le risultanti equazioni, avremo 
le altre seguenti 


a=2'c0s(e2)+-y'cos(cy')4-2'c0s(13') , 
+-y'costyy')+-3'c0s(y3') , 
s=2'c0s(20' )+y'00s(3y')+2'c0s/32'), 


y=2'cos(yx 


nelle quali si contiene la cercata relazione. 
Se si supponga la origine delle coordinate 2, ,3' non coincidere col 
punto A, ed essere la sua posizione determinata rispettivamente agli assi AX, 
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AY, AZ dalle coordinate 4, b,c,si avranno 


oa +a'costar')+y'costey 4-2! costxz'), 
y=b+-a'c0s ya! A+y'costyy') +2'c0842), 
s=c+a'c0832')+y'cos(ay') +3! cost33'). 


472. Per passare da un sistema di coordinate ortogonali x, Y, 5 ad an al- 
tro di coordinate oblique x, y, 3 valgono queste medesime formole per noi quì 
sopra esposte, e che servono a passare da un sistema di coordinate ortogonali 
ad un altro qualunque di coordinate anch'esse oriogonali. Ma per ciò dimo- 
strare bisogna por mente a quanto or ora soggiungo. 

Allorché una retta finita MN (tav. aggiunta fig. 1.5) ed una retta indefini- 
ta AX si trovano 0 no in un medesimo piano, e dalle estremità della prima si 
abbassano sopra l’altra le perpendicolari Mm, Nn, che generalmente parlando 
non sono paralleie, la parte intercetta mu fra queste perpendicolari sopra la 
AX si denomina la protezione di MN sopra la medesima AX. Ora fra la retta 
MN e la sua proiezione mn vi è un’assai notabile relazione. Infatti se pel pun- 
to N si conduca un piano PNa perpendicolare ad AX, e quindi si tiri dal punto 
M fino all’incontro con questo piano la MQ parallela ad AX, congiungendo NQ 
il triangolo MNQ sarà rettangolo in Q, e l'angolo NMO, che poniamo=%, sarà 
quello che dicesi angolo di MN con AX. Ma questo triangolo rettangolo dà 
MQO=MNcos x , ovvero mn =MNcosa: dunque la proiezione di una retta sopra 
un’altra agguaglia la retta primitiva moltiplicata pel coseno dell'angolo che esse 
fanno fra loro. 

Ciò premesso , si supponga che si tratti di passare da un sistema di assi 
ortogonali AX, AY, AZ ( tav. aggiunta fig. 2.°) ad un sistema di assi obliqui 
ANX', AY', AZ' aventi la medesima origine A dei primi. Se da un punto qua- 
lunque M dello spazio si conducano le rette MP, MP' parallele rispettivamen - 
te agli assi AZ, AZ', e terminate ai punti P, P', nei quali incontrano la pri- 
ma il piano XAY, e la seconda il piano X'AV'; e quindi da questi punti si 
tirino le PO, P'Q' parallele rispettivamente agli assì AY, AY°, avremo per le 
coordinate del punto M nei due sistemi 

AQ=%x, PO=y, MP=s, 

AQ'=2', P'Q'=y', MP'=3', 
e la questione riducesi a trovare le tre equazioni, nelle quali le une, si espri- 
mono per le altre. Per ottenere adunque siffatte equazioni proiettiamo le rette 
AQ', P'Q', MP' sopra l'asse AX abbassando dai punti Q', P',M le perpendico- 
lari Q'G, P'H, MQ sopra il medesimo asse AX; la ultima di queste perpendi- 
colari dovendo necessariamente trovarsi nel piano MPQ metterà capo precisa- 
mente alla estremità dell’ascissa x=AQ, e si avrà perciò 


c=AG+GH+HQ. 


Ma, ritenendo le denominazioni del numero precedente, per ciò che si è in 
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principio di questo numero dimostrato , si ha 


AG=x'cos(xx'), GH==y'cos(y'x), HO=s'cos(z'x). 
Adunque sostituendo , si otterrà 
waza' cos(ex')4-y'cos(xy')4+-2'cos(23'). 


Nella medesima guisa proiettando le rette AQ’, P'Q', MP’ prima sopra l’asse AV, 
e poi sopra l’asse AZ si otterranno le formole 


y=n'cos(ye')+y'cos(yy')+2'cos(y="), 
s=a'cos(se')A4y' cos(2y')+='cos(33"). 


Ora se spostando gli assi AX”, AY', AZ’ parallelamente a se stessi, si trasporti 
la loro origine dal punto A ad un altro punto A’, le cui coordinate relative 
agli assi AX, AY, AZ sieno contrassegnate dalle lettere a, d, c, è chiaro do- 
versi nelle equazioni ora trovate sostituire r—4, y—0, 5—0 alle x, y, s- 
Dalle quali cose tutte manifestamente risulta che per passare da un sistema di 
assi ortogonali ad un altro di assi obliqui valgono quelle medesime formole 
che servono a passare da un sistema di assi ortogonali ad un altro qualunque 
di assi eziandio ortogonali. 


CAPO XII 


DELLA EQUAZIONE DEL PIANO. 


173. Ciascun punto di una superficie qualunque, piana o curva , ha le 
sue proprie coordinate x, y, 5; si verrà pertanto in cognizione delle posizioni 
dei singoli punti di questa superficie quante volte si saprà la equazione espres- 
sa per le x, y, 5 e per quantità costanti, da cui, dopo di avere determinate 
ad arbitrio le due x, y, possa rilevarsi quale e quanta debba essere la terza 5. 
La succennata equazione è ciò che dicesi equazione della superficie. Ciò posto, 
si abbia il piano indefinito BCE (fig. 63.) che l’asse AZ incontra nel punto €, 
e che è secato dai piani NAZ, YAZ lungo le rette CE, CB. Pongasi AC—=£; 
chiamisi x la tangente dell’angolo che la intersezione CE fa con l’asse AX, ed 
a' la tangente dell’angolo che la intersezione CB fa con l’asse AY; c finalmen- 
te, preso a piacere un punto D nella CB, dal medesimo si conduca la retta 
DP parallela a CE. La equazione della retta CE è (137) 


z=x0-yf, 


per la qual cosa, la equazione di una qualunque parallela DP alla retta CE 


sarà (144: 1.°) 
sar +u, 


dove con « dinotansi le perpendicolari abbassate dai punti D sopra l'asse AY. 
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Ora con un poco di attenzione si vedrà chiaro essere in gencrale 


u=a'y +6. 
Adunque sostituendo sarà 
s2a0L-0! 44 


la equazione di una qualunque parallela DP alla retta CE, la quale equazione 
per conseguenza apparterrà pure al piano BCE. 

Quindi 1.° Se si concepisce un altro piano parallelo al piano BCE, age- 
volmente comprendesi dover essere 


ast +a'y+£' 


la sua equazione, la quale nella ipotesi che questo piano parallelo si fa passa 
re per la origine A delle coordinate , diventa 


sent 4 a'y. 
2.° La equazione di un piano essendo in generale 


s=ur+a'y +6, 


se esso deve passare per un punto che ha &', y', 2’ per coordinate, si avrà 


sar +aly'+e, 


donde f=3'—ax'—a'y'. Sostituendo questo valore di £ nella equazione del 
piano, si otterrà 


sale) +a' (yy), 
equazione di un piano assoggettato a passare per un punto dato per mezzo 
delle sue coordinate 2°, y°, 2°. 

174. Per un punto dato în un angolo triedro formato da tre angoli piani 
retti, condurre un piano in modo che la sua parte intercetta in questo angolo sta 
un triangolo simile ad un altro triangolo dato. 

Si prendano le costole dell’angolo triedro per gli assi delle coordinate ; 
si rappresentino con a, d, c ilati del triangolo dato, e con 4, B, € gli angoli 
rispettivamente opposti a questi lati; finalmente s' indichino con a", y', 3' Je 
coordinate del dato punto. La equazione del piano essendo in generale della 


forma 
s24R+-a'Y4-£ , 


i segmenti che esso intercetterà sopra gli assi delle wr, y, x, le distanze cioè 
dalla origine alle quali incontrerà questi assi, si otterranno ponendo successi - 
vamente ugualia zero 7 e3, x e 2, ce y. Chiamando dunque questi segmen- 
tip, q, 7, si avranno 

lei 


ue e TER 3 
J me al? 
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per cui saranno 
i r 
OZ Tygh = 3 p=r, 


e la equazione del piano diventerà 


‘ g—--y4 
NZ fe r 
pi gi 


ovvero ancora 
x 


y E 

-pPi+-asl:. 

PUO 

e poichè questo piano deve passare per il dato punto ( 2’, y', 3'), sì avrà 
od y 3 
— + ee = o) 
pr go 


donde, facendo sparire i denominatori , si otterrà 
2'qr-4-y'pr+'pga=pqr - . .. (1). 
q4+r=a', p+r=b", pPig=e?, 


le rette a’, b', c' saranno i lati del triangolo da costruirsi; ma questo trian- 
golo deve essere simile altriangolo dato, del quale i lati si sono rappresentati 
cona, d, c. Adunque si avrà necessariamente in virtù di questa somi= 
glianza 


Se adesso si fa 


e! 
a bT' ce 


e quindi, ponendo =m questo rapporto costante ma incognito che ha luogo fra 
un lato del triangolo dato ed il suo omologo nel triangolo che si cerca trac- 
ciare sulle facce dell'angolo triedro , 
a'=ma, b'amb,c'=me, 

donde 

2 2 2:32 l =; 2005 

q+r=m'a?, p4-r°=m00?, PH. 
Ora da siffatte equazioni combinate fra loro si deducono agevolmente le se- 
guenti altre 


Qp=m (6° +c—a°), 
29=m (+0), 
2r°=m (a +6°—c°), 
che per le note formole di Trigonometria (64) 
a=0b°4+e—2be cosA, 
ba +c°—2ac cosh, 
ca°4+0—2ab cosl , 
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le quali danno 
b°-4-c°—a?=2bc cosA, 


a°4-e°—b°==2ac cosB, 
aA°+-b°—c°=2ab cost, 


sì molano in 
2p°=2m?bc cos4, 


29°=2m?ac cosB, 
2r°=2m?ab cost. 


Adanque 
pm Vbe cosà 3 


qamVaccosB, è - è - (2) 
r=Mm\/ad cost 


Sostituendo questi valori nella equazione (1), si ottiene dopo le opportune ri- 
duzioni 

td y' eri 
TTT COETIIH + IA 1 
Vic cos. Vac cosB Vab cosC 


valore che introdotto nelle equazioni (2) le muterà nelle seguenti altre 
atea) +): 
arden) +e): 
(SD) (30) 


le quali risolvono pienamente il proposto problema. 


mezz 


CAPO XII. 


DELLE EQUAZIONI DELLA SFERA, DEL CONO RETTO , E DEL CILINDRO RETTO. 


175. Sia r il raggio della sfera, a, è, c dinotino le coordinate del suo 
centro, ed x, y, s rappresentino le coordinate di un punto qualunque consi- 
derato sopra la sua superficie. Poichè r è la distanza fra i punti(a, b, c)e 
(XY, 3), si avrà (169) 


(e-aY)+(y-0)°+(s—c)=r?, 
L4AY425"—2ax—2by—2cz+a°+0+e=r° 


per la generale equazione della superficie sferica riferita ad assi ortogonati. 
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ovvero 
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Se la origine è nella superficie della sfera, sarà a'4-b°-|-e°=r2, e la equa- 
zione di questa superficie 


2442 2ax—2bhy2ez=0. 
Se la origine è al centro, nel qual caso a=b=c=0, 
c4y+22=r° 


esprimerà la equazione della superficie sferica. 
Se uno dei piani coordinati, per esempio il piano delle xy passa pel cen- 
tro, dovrà essere c=0, e si avrà perciò 


(ea) + (yb4-2=r? 


per la equazione della superficie della sfera. 

Finalmente se uno degli assi, quello per esempio delle x, passa pel cen- 
tro, nella quale ipotesi Lv=c=0 , la generale equazione della superficie della 
sfera si muterà in 

(ca) +y +22. 
E qui si noti che la equazione della superficie della sfera dicesi più semplice- 
mente ancora equazione della sfera , come pure la equazione della superficie 
curva del cono o della superficie curva del cilindro, dicesi semplicemente equa- 
zione del cono o del cilindro. 

476. A fine poi di trovare le equazioni del cono retto e del cilindro retto, 
esporrò quì brevemente il metodo generale del quale bisogna far uso quante 
volte si vuole trovare la equazione di una superficie curva di un solido gene- 
rato dalla rotazione di una figara piana intorno ad un asse fisso che sì sup- 
pone essere quello delle =. 

Ad una distanza = dalla origine A delle coordinate s'intenda la succenna- 
ta superficie secala con un piano perpendicolare all’asse delle 3; la comune 
intersezione del piano con la superficie curva sarà evidentemente un cerchio. 
Dinotisi con ® il raggio di questo cerchio , si avrà 

vary... (7) 
Ora il raggio v è insieme ordinata della linea che genera la superficie ; per 
conseguenza sarà v dato per 3 : sostituendo pertanto nella precedente equa- 
zione in luogo del quadrato v° il suo valore espresso per 5, sì otterrà una equa- 
zione tra le ©, y, 5, che sarà quella della cercata superficie curva. Così se la 
linea generatrice è una semicirconferenza di cerchio che ha il centro nella 
origine A delle coordinate ed il raggio =r, si avrà ©=r%—2?, per cui 


r—-=22+y, ovvero r°=x°+y°+2° 


sarà la equazione della superficie curva generata dalla rotazione di quella 
semicirconferenza, sarà cioè la equazione della sfera che ha il centro nella 
origine delle coordinate, ciò che vien confermato dal detto nel numero pre- 
cedente. 
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Passiamo ora a determinare la equazione della superficie curva di un 
cono retto. Sia l’altezza del cono—=9g; il centro della base circolare si supponga 


nella origine A; ed il raggio di questa base facciasi =r. Esprimerà (19) la 


tangente dell’ angolo che la retta generatrice fa con l’asse del cono , con 
l’asse cioè AZ delle 2; e quindi sarà 


r A a 
e=- (g—5), donde v°= +; (9-z)?. 
q ( ); È (4-3) 


Sostituendo questo valore di v? nella generale equazione (x), si avrà 


2 


2 2 4 2 
d+y= o (1-3) 


per la cercata equazione della superficie curva del proposto cono retto. 

Se sopra la medesima base circolare s’ intenda costrutto un cilindro ret- 

to, sarà v°=r°, per cui 

L4y=r; 
la equazione cioè della superficie curva di un cilindro retto è la medesima che 
la equazione della sua base circolare. 

177. Ora nella figura 63.° ultimamente citata si rappresenti con A'M 
(=2r) il diametro di questa base; nel punto A' si costituisca la origine di tre 
nuovi assi ortogonali A'X', A'Y”, A'Z' in modo però che l’asse A/N' stia nel 
piano XAZ, ed A‘Y' sia parallelo ad AY; ed i punti tutti della superficie del 
cono retto o del cilindro retto che prima si riferivano agli assi AX, AY, AZ 
vogliansi riferire ai nuovi assi AN", AVI, A'Z!. 

Nelle ultime tre formole del numero 171 avremo cos (xx')=cos (32), 
cos (1y')=0, cos(x2’)==c0s (90° (e2'))=—sen(22'), cos y2')=0, cos ()=1, 
cos (y3')=0, cos (22')=cos (90°—{n2'))==sen (22') , cos (2y)=0; dippiù 
a=—r, b=0, c=0; esse perciò si muteranno nelle seguenti 


e=2'cos(ee')—2'senez') —r, 
y=y', 
s=a'senlaz')+2/cos(e2'). 


Sostituendo questi valori nelle equazioni 


2 64 n° DE 
L4Hy= 7 (qa); 


x +y°==r° x 
si otterranno 


(a'cos(ax')=2'senlez')—r) +y"= — (g—a'sen(ea)—2'cos(22") )* , 
1 


(2'cos(er')—='sen(ae)—rY+ty"=7°, 
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er le equazioni del cono e del cilindro retto relativamente agli assi A'X', A'Y', 
A!Z!, dove si noti essere (x2’) l’angolo che l’asse delle ascisse x’ fa col dia- 


metro della base del cono o del cilindro. 


CAPO XIV. 


BEL METODO DELLE PROIEZIONI, E DELLA RISOLUZIONE DI ALCUNI PROBLEMI 
CHE DA UN TAL METODO DIPENDONO. 


x 


178. Si concepisca nello spazio una linea qualunque L, dai cui singolì 
punti s’'intendano abbassate le perpendicolari sopra due dei piani coordinati , 
per esempio sopra i piani YAZ, XAY. I due sistemi di queste perpendicolari 
segneranno con le loro estremità due linee, una P nel piano YAZ, l’altra Q 
nel piano XAY ; ed i punti della prima saranno evidentemente determinati 
dalle coordinate y, 3 della linea £, e quelli della seconda dalle coordinate x, 4 
della medesima Z. Quindi si comprenderà agevolmente che ove sieno cono- 
sciute le equazioni delle linee ?, Q, ed in esse venga determinato a piacere il 
valore di una delle tre coordinate, x per esempio, si conosceranno i valori 
delle altre due y, 5, restando per tal guisa definita nello spazio la corrispon- 
dente linea L. Le linee P, Q diconsi protezioni ortogonali, o semplicemente 
protezioni della linea L nei piani YAZ, XAY. 

I succennati sistemi delle perpendicolari formano nello spazio due super- 
ficie cilindracee, due superficie cioè cilindriche nel senso generale di questa 
parola, delle quali la comune intersezione è la stessa linea Z. Quindi conse- 
guita potersi una linea qualunque considerare come la comune intersezione di 
cosiffatte superficie. Per verità spesse fiate non giacerà la linea in un sol pia- 
no, nel qual caso essa dicesi avere una doppia curvatura; ma sia che la linea 
è piana, sia che è di doppia curvatura, sarà mai sempre il suo andamento 
nello spazio definito dalle equazioni di due proiezioni, per esempio P, Q, le 
quali equazioni vengono per tal ragione chiamate equazioni della medesima 
linea L. 

179. Premesse queste cose, risolviamo i seguenti problemi: 

Probl. 1.° Trovare le equazioni della comune intersezione di due piani che 


si secano, essendo date le equazioni di questi piani. 


Sieno (173) 

sarta y 4-8, 3=Ax-p-A"y4+B 
le equazioni dei due piani : queste equazioni apparterranno entrambe alla co- 
mune intersezione, in guisa tale che relativamente ad essa le variabili x, y, 3 
dell'una equazione debbano essere le medesime chele variabili è, y, > dell’ al- 
tra. Ora eliminando 5, risulterà 

(A—a)a-H{A'—a)y+B— 20, 
ed eliminando x, si avrà 
(Aa): +(A'a—A0)yt-Ba—AB=0, 
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la prima delle quali appartiene alla proiezione nel piano XAY, la seconda 
alla proiezione nel piano YAZ; ambedue poi esprimono equazioni di linee ret- 
te (137). 

180. Date le equazioni K—=0, £'—=0 di due qualunque superficie curve 
S, S' le quali si secano scambievolmente, ognun vede potersi adoperare que- 
sto stesso metodo per trovare le equazioni della comune loro intersezione. A 
fine poi di vedere se questa comune intersezione stia tutta in un piano ovve- 
ro sia una linea di doppia curvatura, in una delle equazioni alle superficie 
S, S!, per esempio in K—0, si sostituiscano successivamente alle variabili 7, 
y, 3 ivalori che per queste stesse variabili si ottengono dalla equazione del 
piano 


s=xn4-oy+£; 


le risultanti equazioni apparterranno alle proiezioni della comune intersezione 
di questo piano con la superficie S sopra i piani coordipati YAZ, XAZ, XAY. 
Ora se a, a’, £ possono determinarsi in guisa che queste nuove equazioni di» 
vengano le stesse che quelle che si ottengono eliminando successivamente x, Y,5 
dalle equazioni K=0, A'=0, sarà ciò un segno certo che la comune interse- 
zione delle superficie S, $' sta tutta in un piano, di cui la equazione è st + 
+a'y4+-£: che se tuttocciò non può ottenersì, la intersezione non giacerà tutta 
in un piano, ma sarà una linea di doppia curvatura. 

A fine di vie maggiormente dichiarare la esposta dottrina , propongansi 
due superficie sferiche S, 5”, le quali si sechino scambievolmente , e sieno le 
equazioni loro (175) 

K=x°+y42°—r°=20, 
vizio a+ (40) +(0° IO. 
In una di queste equazioni, per esempio nella ':-=0, sostituendo successiva- 
mente in luogo delle variabili x, y, 5 i valori 
seal —B zar 


a 7a +48, 
% % 


che per le medesime variabili si ricavano dalla generale equazione del piano 
s=00+a'y+f, 

otterremo per le equazioni delle proiezioni della comune intersezione della 

superficie sferica S con questo piano soprai piani coordinati YAZ, NAZ, MAY 

le seguenti 


4a! +29 ya—263+-2a' 9 
ali B34-2a'By Ste 


i CALZE 
n s_r=0, 


na 34 + 2x5 —20:4+-2x20 
VA Di si x +s—r°=20, 


% 


L'AS +e 4a + 4-Qaa'y +20 +2 by or =0, 
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le quali senza la menoma difficoltà si riducono alle altre 

(14-02) +(0°-+-0!2)y?—2a'ys—2B3+-2a'y+P°—a°°=0... (1), 

(140! Ire 4(-a!)a°—2anz—20:+2aBr + B°—-a!r°=0... (2), 

(1 +a) + (1-40?) +2ax' cy 4-2a'0y+2aBo+-0—r°=0... (9). 

Dippiù, eliminando successivamente @ , Y, £ dalle equazioni K=0, K'20 ; 

dalle equazioni cioè 
C4Y+2r?=0, 
d4+y+="—2an—2by—2es4-a"+0°+0— IO, 

avremo, ponendo g°=a°+6°+-c°4-r°—R?, per le equazioni delle proiezioni 


della comune intersezione delle due superficie sferiche S, S' sopra i medesi- 
mi piani coordinati YAZ, XAZ, XAY 


—2by—-2cs4+g=2aVr x, 
Dar 24-23, 
—2ax-2Dy+g=2e roi, 
le quali liberate dai radicali divengono 
(4-0) -PA(0°4-0°)y°+8bcy3—4cg°=—4 byytgi-40r?=0, 
404)" +-4(a2+-0°)e° + Sacaz—Acg°3—4ag°a4-g!'4b° 20, 
4(0°+-c*)y"+4(a°+c°)2°+-8abxy—4 bgy—-4agatbgi—4c°r°=0, 
ovvero ancora, facendo la divisione per 4c°, 


a’ a Db db q° b q q* a 
14 }3} — 4+_]y}42- ga—- — 3°. — _eriz0... (I 
( +5) +(+a)+ c° e c 53 ie ai Ù (El 
Pale Nast CL al La 

(+2): +(5 +5)a 42705 SITE aa (@), 


ce 


b a’ a bd bq a q hi 
__ )y? Lalli RESTO e a E A 
(1+3) + (1 +5) Prev dp sica r=0... (3). 
Ora le equazioni (1), (2), (3) risultano le stesse che le equazioni (1') (2*), (3/) 
allorchè in quelle si suppone 
ERRE 
a e gia e 2 B 2 b) 
quiodi si fa noto stare la comune intersezione delle due proposte superficie sfe- 
riche S, S' tutta nel piano, di cui la equazione è 
a b q 
s=——-t—-yt 3. 
c c YE 2c 


Una tale determinazione delle quantità &, 2, 8 per lo più non ha luogo ; im- 
perocchè il più delle volte la comune intersezione di due superlicie curve © 


2 
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una linea di doppia curvatora: un esempio poi può prendersi in tentando l’e- 
sposto metodo nelle equazioni delle superficie curve del cono retto e del cilin- 
dro parimente retto (176). 

181. Probl. 2.° Date Ze coordinate x', y' ,z' cx", y"," di due punti 
per î quali passa una linca retta , trovare le equazioni di questa retta. 

Le proiezioni della retta in tutti e tre i piani coordinati, sono (179) ancor 
esse linee rette, e perciò le equazioni di due di queste proiezioni, di quelle per 
esempio che sono nei piani XAZ, YAZ, possono (137) rappresentarsi nella se- 


guente maniera 
aa +f, y=a'3+-2", 


nelle quali non rimane che a determinare le quantità a, a', B, p'. Ora poiché 
la retta proposta passa per i due punti (x°, y', 3), (1°, yy! ="), si hanno 


a' =os' +6, y/=a3 +e, 
l'un £ ; y"' sip 5 


donde ° 
aa! | Vey 
aa iii NNT, n 
I ti LU " 

PED 3 
faglie ti pie lia 
paraz'2a ia * , Py a e 

Adunque 
ÙU "” LI " LI Iii E 
aa xx yy yy 
SEE - Ù gl pesa 35 LU 7 }_el 
Et Pers ni un de LI a 514 Tese Tiad 
dei ad si em 
ovvero ancora 
als! yy" 
ds it aj O; 
a—a'=_ (3), yy (6-3) 


BI, nI_zalt 
55 DS 


saranno le cercate equazioni. 
Se si dimandassero le equazioni di una retta obbligata a passare pel solo 
punto (x‘, y', 2') si otterrebbero solamente le equazioni 


ala +6, y'=0!2+P', 
donde 
pesta, p=zya'3, 


e quindi per le cercate equazioni si troverebbero 
aaa), yy), 


nelle quali si rimangono indeterminate le quantità x, 2. 

182. Probl. 3.° 7rovare le equazioni della perpendicolare che da un punto 
dato si abbassa sopra un dato piano. 

Esprimano x‘, y', =' le coordinate del punto dato ; BC, ECF (fig. 63.°) 
rappresentino le comuni intersezioni dei piani YAZ, XAZ col piano dato, di 
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eni la equazione sia 
ze Ax t-A'y4-B. 


Le domandate equazioni avranno (181) la seguente forma 
solai) y ya), 


nelle quali farà d'uopo determinare le quantità x, a. Se la retta GI rappre- 
senta la proiezione della perpendicolare nel piano XAZ, poichè il piano dato 
ed il piano XAZ sono (410*) entrambi perpendicolari al piano che passa per 
Gle per la perpendicolare medesima, sarà (411*: 2.° 392°) l'angolo GIC ret- 
to, e per conseguenza l'angolo ZGI=G1C+4-GCI=90°+FCA=90°+(90°— 
—CFA)=180°—CFA: quindi (48) tangZGI=—tangCFA. Ma (137. 173) 
tang ZGI=x, tang CFA=4; adunque x=—4. In simil guisa si dimostrerebbe 
x'=—A'; le equazioni dunque cercate saranno 


ao A3), yy A). 


183. Al punto, nel quale la perpendicolare incontra il piano appartengo- 
no le equazioni della perpendicolare insieme e del piano ; risolvendo adunque 
queste equazioni, i particolari valori delle variabili #, y, 3 che da siffatta risolu- 


zione risultano, cioè 


si A(B+Ax'+A'yY'—=) 
14A°+4"° 
A'B4-Ax'4-A'y'—3') 
IL4 +4" 
BHAx' 4-A'y' 3! 
144° 4-4" 
dinoteranno le coordinate del punto di concorso. Ora la langhezza della per- 
pendicolare vien espressa dal radicale (169) 


e ee ye 
V(a—a')+(y—y)Y+(—). 
Adunque sostituendo otterremo per la espressione di questa lunghezza 


B4Ao' 4 A'y' 3! 
VIFA +4” 


bj 


y=y— 


2 


II 
Z5TZI5 — 


v) 


184. Ritenendo le medesime denominazioni del numero 170, sieno 
i-6,; Pgss ed ds, gal 


le equazioni delle rette AM, AM' (fig. 61.°) che ivi contemplammo , prese in 
considerazione le coordinate che corrispondono ai punti M, M'. Sarà 
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inoltre si ha (169) 
AM=Va+4y += Va+oa+1, 
AM'=Va yi +a =3' VA FAR+I. 
Adunque 
144404" 
VIPapai. VIA An 


cos y= 


che è un’altra espressione del coseno dell'angolo contenuto nello spazio dalle 
rette AM, AM’. 
Se una di queste rette è all'altra perpentdiealare, si ha cos y=0, € con- 


seguentemente 
1 PaAda' A' 0 


185. Ora Rpponoa in primo luogo la retta AM' coincidere con l' asse 
AX ; sarà y'=0, db, a'=AM', y=X, e perciò la equazione (170) 


E sal Liga 
cos y= — ai si muterà (184) in 


XL 
5Va+al papi 


cost= sen 


ì MA 
Ma la equazione a=x3 dà — =%; adunque 
5 


& 
Vo +al+1 

Suppongasi in secondo luogo la retta AM' coincidere con l’asse AY ; sa- 
rà e'=0, 3'=0, y'=AM', y=Y, e conseguentemente 


così = 


Y CUTE 
cosyr= — 
AM Vara pipi 


Ma dalla equazione y=a'z si ha d =; adunque 


a' 


Suppongasi in terzo luogo la retta AM' coincidere con l’asse AZ; sarà 
a'=0, y'=0, 3'=AM', y=Z, per la qual cosa 
> 5 1 
cos£= AM = verstsa i 


cosv= 


Nella medesima guisa, supponendo AM coincidere successivamente con 
Vol. II. 21 
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gli assi AX, AY, AZ, troveremo 
, À 
cost’ —_—_———, 
VA+A4"4+Î 
A' 
VAFATFI 
1 
VA +4" +1 
Quindi manifestamente si deducono (184) le formole 
cosXcosX'-+-cosYcosY'-+cosZcosZ'==co0sy , 
cos X+cos Y+cosZ=1, 
cos X'+cos°Y'+cosZ'=1, 
le quali altrimente furono dimostrate sopra (170). 
Inoltre si avranno 


cosy'= 


cos£!'= 


cosà, cos Y 


Sal al 
e perciò le equazioni (181) della retta obbligata a passare pel punto (x', y', 5‘) 
potranno esprimersi nella seguente guisa 


cosXx cosy 
3-5! —y'= es), 
( ) b) Y YyY cos7 ( ) 


ea! 

cos£ 

Finalmente , se questa retta suppongasi perpendicolare al piano che pas- 

sa pel punto (x, y", ="), potrà la equazione di un tal piano rappresentarsi 


(173: 2.° 182) per 
cosx cosY 


sa MES; __yyl! 
un y_y), 


ovvero ancora per 
cosX (o—2'")+-cosY (y—y")4+-cosZ (—3")=0. 

186. Date due rette che non passano per la origine A delle coordinate, e 

che sono definite per mezzo delle equazioni 
sat, y=o3+ 2 ed a'=A3' |P, y'=A'2' +B', 
potranno condursi per la stessa A le linee rette AM, AM' a quelle rispetliva- 
mente parallele, e perciò determinate dalle equazioni 
a=as, y=a'z ed a'=A2', yi. 


Gli angoli poi che queste fanno fra loro e con gli assi AX, AY, AZ agguaglia- 
no i corrispondenti angoli di quelle. Adunque nel caso ancora che le linee ret- 
te non passano per A, hanno luogo le formole dimostrate nel numero prece- 
dente, e che servono a determinare gli angoli y , X, Y, Z, x',V,Z'. 
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187. Probl. 4.° Trovare la condizione necessaria che deve aver luogo per- 
chè due rette date nello spazio per mezzo delle loro equazioni si sechino. 

Dal perché due rette nello spazio non sono fra loro parallele non ne con- 
seguita doversi le medesime prolungate secare, ciò che sempre e necessaria- 
mente ha luogo nel piano. Ora a fine di trovare la condizione necessaria a cui 
è d’uopo soddisfare perchè si abbia la intersezione, si dinotino con 2‘, y', 2’ le 
coordinate del punto dove quelle rette si secano , e con 


a=a435-4+f, im ich ed a=A45+D, y=A4'x+-D' 


le equazioni delle due rette. Se effettivamente vi è intersezione , le coordina- 
te 2°, y',', perchè comuni ad ambedue le rette, dovranno soddisfare a ‘cia- 
scuna di queste equazioni: dovranno cioè tutte insieme aver luogo le quattro 
seguenti 


o'—as'4tB, ya +9, a'—A2'+B, y'=4'2'+D', 
dalle quali, eliminando @‘, y', 2', si otterrà 
i (a—A4)(B'—B)=( 4-0), 
che è la condizione cercata. 
188. Probl. 5.° Determinare l'angolo che fanno due piani dati per mezz 


delle loro equazioni. 
L'angolo cercato si chiami y', e le equazioni dei piani sieno 


s=ex 4-8 y +0, s=Ex+E'y+D. 


Se s' immagina la figura eseguita sopra un piano perpendicolare ai due 
piani proposti, questi saranno rappresentati da due rette OP, OP” ( fig. 6./.°), 
e l’angolo cercato avrà (405*) per misura l'angolo POP” di queste rette. Ciò 
posto, nel punto O conducendo ON perpendicolare alla OP, ed ON' perpendi- 
colare alla OP’, si ha l'angolo NON'=POP'; adunque le due perpendicolari 
ON, ON’ comprendono fra loro il medesimo angolo dei piani , ciò che è vero 
eziandio di due altre rette parallele alle ON, ON” e condotte per un punto qua- 
lunque dello spazio. Ma conducendq, per la origine delle coordinate due per- 
pendicolari ai piani proposti , esse avranno per equazioni 


ess, y=a'z ed a=Az, y=A4'3, 
nelle quali (182)a=—c, a'=—s', A=—E, A'=—F', ed il coseno dell’ an- 
golo di queste perpendicolari sarà (184) determinato dalla formola 
14+oA-+a/ 4° | 
Vi Pal pa!” Vi+d'+4" ’ 
adunque sostituendo in questa espressione i valori di x, x', 4, 4' , otterremo 
per il coseno dell'angolo dei due piani 


co, d+sb+eE 
cos yi= 


VI4FS4I. VI4E4E" 
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Se y'=90°, sarà cos y'=0, e quindi 

1+:E+e'E!—-0. 

189. Probl. 6.° Determinare l’ angolo di una retta r e di un piano P rap- 
presentati dalle equazioni 

aasth, y=als+0", 
s=Ax+-A4'y4-B. 

Questo angolo, che chiamiamo y'', sarebbe indeterminato ove non si con- 
venisse d’intendere per esso l'angolo contenuto dalla retta r, e dalla sua proie- 
zione ortogonale sopra il piano P. Da siffatta definizione risulta che se da un 
punto della retta r si abbassa sopra il piano P una normale n, l'angolo (rn) di 
queste ultime due rette sarà il complemento dell’angolo y", e quindi cos (rn)= 


=sen y". Ora qualunque sia il punto da cui si abbassa la normale , le equa- 
zioni di questa saranno della forma 


aczaztb, y=a'3+0', 
nelle quali (182) a=—A, a'=—4', ed il coseno dell'angolo (ru) sarà (184) 
determinato dalla formola 
14+-ax+a'x' 
Vipa' 4a. Vi+a tal 
Adunque, sostituendo in questa espressione i valori precedenti di a, a', si ot- 
terrà per il seno dell'angolo del piano con Ja retta 
; 1- Ar A'x' 
sen y''=> ue 
VI+A* +4” à VI+a'+a!* 
Se la retta r è parallela al piano P, sen y"=0, donde 
1-Ax—A'x'=0. 


. 


CAPO XV. 


DEL METODO DI TROVARE LE EQUAZIONI DELLE SUPERFICIE CONOIDICHE E CI- 
LINDRACEE, E DELLE REGOLE CHE HANNO LUOGO PER DISTINGUERE FRA LE 
SUPERFICIE DEL SECONDO ORDINE QUELLE CHE SONO DA OGNI PARTE CIRCO- 
SCRITTE DA CERTI LIMITI. 


190. Le superficie conoidiche o cilindracee nascono dal movimento di una 
retta che scorrendo con una delle sue estremità sopra una certa linea curva, si 
assoggetta nello stesso tempo a passare costantemente per un dato punto, 0a 
maplenersi sempre parallela ad uo’ altra retta data di posizione : la retta mo- 
bite si chiama generatrice ; Ja linea curva , sulla quale essa si fa scorrere , ap- 
pellasi direttrice. Ora date le equazioni dell'una e dell'altra, della generalri- 
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ce cioè e della direttrice, si può sempre ed agevolmente ottenere la equazione 
della generata superficie. Quantunque poi il metodo con cui si giugne ad otte- 
ner ciò valga per qualunque sia la curva direttrice, noi però la supporremo 
piana, e situata nel piano XAY. 

Ed in primo luogo, se la retta generatrice passa per un dato punto, le cui 
coordinate sieno a, b, c, essa sarà (181) determivata per mezzo delle equa- 
zioni 

a—a=a(3—c), y_—b=a'(5—c) 


delle sue proiezioni nei piani XAZ, YAZ. In queste equazioni le quantità a, 
b, c si rimangono costanti, qualunque sia il punto della curva direttrice a cui 
nel suo movimento si troverà esser giunta la retta generatrice; non così però è 
a dire delle quantità «, 2, perchè variando quel punto, vengono evidente- 
mente a mutarsi gli angoli che le proiezioni della generatrice nei piani XAZ, 
YAZ fanno con l’asse AZ, percui verranno eziandio a mutarsi le quantità a, 
a' che esprimono le tangenti trigonometriche di questi angoli. Considerando 
ora che i punti, nei quali successivamente la generatrice incontra la direttrice, 
sono comuni ad entrambe questelinee, e che in essi si ha z=0, si farà chiaro 
che ponendo z=0 nelle superiori equazioni della generatrice , le coordinate 
€, y nelle equazioni 
a=a—ac, y=b—a'c 


che quindi si ottengono, dovranno essere le medesime che le coordinate 2, , Y, 
nella equazione della curva direttrice. Potranno adunque in questa equazione 
in luogo delle ,, y, sostituirsi le quantità a—ac, b—a'c. Si otterrà in tal gui- 
sa una certa equazione (R) espressa per &, a' e per quantità costanti. Ma le 
equazioni della retta generatrice danno in generale 


Per la qual cosa, sostituendo nella equazione (R) questi valori di a ed a', ri- 
sulterà una equazione espressa per x, y, 3 e per quantità costanti , la quale 
appartenendo a tutti i punti della retta generatrice , in quanto questa si 
considera prendere tutte le posizioni possibili nello scorrere che fa sopra 
la curva direttrice , apparterrà conseguentemente alla generata superficie co- 
noidica. 
Sieno in secondo luogo 
anas4f, y=ats+p 

le equazioni della retta generatrice dal cui movimento parallelo vien generata 
Ja superficie cilindracea. Poichè la retta generatrice si suppone sempre paral- 
lela a se stessa, perciò a qualunque punto della direttrice essa si troverà esser 
giunta, si rimarranno costanti le tangenti trigonometriche , a; male quan- 
tità 8, £' varieranno al variarsi dei punti ai quali corrisponde la retta gencra- 
trice (137). Questi punti poi essendo comuni ad entrambe le liuee, generatrice 
e direttrice, ed in essi avendosi per ipotesi :=0 , ne viene per couseguenza 
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che le coordinate x,, y, nella equazione della carva direttrice sono le medesi= 
me che le coordinate 2, y nelle equazioni 


a=f, y=P". 


Potranno quindi nella equazione della curva direttrice sostituirsi in luogo del- 
le x,, y, le quantità £, £'; dal chene risulterà una certa equazione (’) la qua- 
le verrà espressa per £, £' e per quantità costanti. Ora dalle equazioni della 
retta generatrice abbiamo 


P=a—az, p'=za—a'z. 


Laonde nella equazione (N°) sostituendo «—az, 0-0/zin luogo di fe", otter- 
remo una equazione espressa per x,y, 3 e per quantità costanti, la quale ap- 
partenendo alla retta generatrice, in quanto questa si considera in tutti i punti 
della curva direttrice, apparterrà conseguentemente alla generata superficie 
cilindracea. 

191. Dal detto finora possiamo con molta agevolezza assegnare le equa- 
zioni della superficie di un cono qualunque, e di un qualunque ciliadro. 

Propongasi primieramente di trovare la equazione della superficie del 
cono nella supposizione che la origine delle coordinate sia stata costituita nel 
centro della sua base circolare. In siffatta ipotesi, chiamando r il raggio di det- 


ta base, si avrà (151) 
a t+yf=r° 


per la equazione della curva direttrice, per cui 


(aac) +(bt—a'c)=r? 
sarà la equazione che sopra notammo conla lettera (R). Ora se in questa equa- 
L_-0 


» . . . » . 4 ua 
zione si sostituiscano ad a, a' i valori —, > 
ze Z-C 


, dietro gl’indicati sviluppi 


sì otterrà 


a {e_N L—_-4 yBN? y—D n 
C SIR) | n Sii Ù —r_a—-b 
(=) “ (= LÀ = 3) 206 (3) no 


per la cercata equazione del cono, nella quale a , , 6 sono le coordinate del 
vertice. 

Trasportando la origine degli assi nel vertice del cono, in guisa che le 
nuove coordinate 2’, y', 2° sieno parallele alle antiche #, y, 2; nelle tre ultime 


formole del numero 171 si avranno 


cos (xx')=1 , cos (xy')=0, cos (x3')=0, 
cos (yx')=0, cos (yy')=1, cos (y3')=0, 
cos (3x')=0, cos (2y')=0, cos (32) =4; 


esse perciò si muteranno nelle seguenti 
a2a42', y=btpy', 3=c43', 
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donde e—a=x', y_—b=zy!, :—c=2'. Sostituendo questi valori nella succen- 
nata equazione del cono , otterrassi 


sr y' 


x a! y 
2 a 2 Led Spa Da 
è TF Zac 2 +e 7a Qbe — =r_-D; 


per la qual cosa 
ea -2Qaca' 34 cy" bey mm, 
ovvero ancora 
(+6 —r9)3!? +e? (a+ y")—2aca'' —2bey'z"=0 
sarà un’altra equazione della superficie del cono. 
Propongasi in secondo luogo di trovare la equazione della superficie di un 


cilindro qualunque. Supponendo anche qui il raggio della base circolare del 
cilindro uguale ad r, e la origine delle coordinate nel centro di questa base , 


sarà 
Ba pr 


la equazione che sopra si notò con la lettera (R'). Sostituendo poi in questa 
equazione in luogo di 8, £' le quantità a—a3, y—2'z, si otterrà 


(c— az) +( podafar, 


Ly + (0a! ar +a'y) sr" 


per la cercata equazione del cilindro. 

192. Diamo termine al capo, e con questo alla Geometria analitica col 
soggiugnere come per passaggio alcuna cosa intorno alle superficie algebri- 
che del secondo ordine contenute tutte nella generale equazione di secondo 


grado 


ovvero ancora 


5+ay+ba°+cyz4daex+eey+fs+9y+heti=0...()), 


e propriamente col notare le regole che hanno luogo per distinguere fra le me- 
desime quelle che sono da per ogni parte chiuse e terminate da certi limiti , 
dalle altre che in una o in più direzioni si estendono senza limite alcuno al- 
l infinito. Del numero poi e delle proprietà di siffatte superficie si tratterà a 
lungo e di proposito nella seconda appendice al libro seguente, imperocchè la 
loro teoria dipende in gran parte da quella delle linee del secondo ordine, 0s- 
sia delle sezioni coniche. 

193. Come le linee, cosi pure le superficie si dividono in diversi ordini, 
i quali sogliono desumersi dal grado delle equazioni delle superficie medesi- 
me. Quindi la superficie piana appartiene al primo ordine (173), la sferica al 
secondo (175), e generalmente tutte le superficie algebriche che si compren- 
dono nella succennata equazione (/), nella quale le coordinate £, y, 3 si sup- 
pongono ortogonali, appartengono al secondo ordine. . 

Vedemmo sopra (162) alcune delle lince del secondo ordine estendersi 
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all'infinito, ed altre al contrario contenersi fra certi limiti. Il medesimo ha 
luogo nelle superficie; così per esempio la superficie conica si estende all'infi- 
nito, ma la sferica si contiene fra confini determinati. A fine di distinguere 
le une dalle altre, sieno AX, AY, AZ gli assi ai quali si riferisce la equazio- 
ne (/), e nel piano XAY s'immagini condotta in un modo qualunque una li- 
nea retta, la cui equazione sarà 


y=ar+B... (1), 

a e £ dinotano quantità da determinarsi a piacere. È chiaro poi che se sopra 
quella retta s'innalzi un piano indefinito normalmente al piano XAY, la equa- 
zione (1) esprimerà eziandio la equazione di questo piano normale. Quindi 
in (/) sostituendo ad y la quantità ax+-8, la equazione 

5" +(ca+d)xz + (ax*+ca+-2°)2°+(c3+/)3+(2aaf+ga 4-08 +latag +e piz0... (1) 
che da siffatta sostituzione si ottiene, apparterrà alla proiezione sul piano ZAX 
di quella linea secondo la quale il succennato piano normale seca la superficie 
di secondo ordine; ed è perciò evidente (162) una tale proiezione essere sem- 
pre una delle linee del secondo ordine. Ciò posto, se questa linea sì trovi 
chiusa e terminata per qualunque sia la direzione che si fa prendere al piano 
normale, ciò sarà un indizio certo che tale è ancora la superficie; in altro ca- 
so la superficie senza limite alcuno si estenderà all’ infinito. Ma la equazione 
(!") rappresenta linee chiuse e terminate quante volte si ha (162: 1.°) 


(cad —4(ax +ea + b)<0, 
ossia 


(cMa)a + (2cd—de)a+d°-46b<0. sell 


Quante volte adunque avrà luogo questa condizione (!), sarà pure la super- 
ficie di secondo ordine da certi limiti chiusa e terminata. 

494. A siffatta condizione fa d’uopo soddisfare per qualunque sia il va- 
lore della tangente trigonometrica a. 

Quindi 1.° potendosi questa tangente prendere grande così che il segno 
di tutto il polinomio 

(c° 4a) +(2ed—4e)x+-d°—4b csa(P) 

sia lo stesso che il segno del primo suo termine, con la condizione (1), do- 
vrà necessariamente aver luogo l'altra 


C-4a<0.... (1). 


2.° Nella supposizione di a=0, il polinomio (P) riducendosi a d'—4) , 
con la medesima condizione (2) avrà eziandio luogo la seguente 


d_—46<0... (2). 
3.° Finalmente con la condizione (1') dovrà pure aver luogo 


(cda —-2e7—(—4a)(d-4)<0... (9). 
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Imperocchè se il polinomio (7°) si mantiene costantemente negativo per qua- 
lunque sia il valore reale che in esso si sostituisce alla quantità «, dalla riso- 
luzione della equazione 


(c° —4a)a" + 2ed—4e 24-d° —4b=0 


dovranno necessariamente risultare immaginarii i valori di x (182°). Ma dal- 
la risoluzione di questa equazione si ottengono per « i valori 


DI cd-—-2e ne \Î (cd -—2ef —°—4a)(d' 40) 
4a (cda) ì 
i quali non possono essere immaginarii se non è negativa la quantità 
(ca-2e) (4a d°—A4l). 

Adunque ec. 

Dal detto si deduce essere la condizione (/) equivalente alle tre(1), (2), 
(3), alle quali farà d’uopo soddisfare nel caso che la superficie si trovi da ogni 
parte circoscritta da certi limiti. Per farsi poi una idea chiara di ciò che le 
formole (1), (2), (3) esprimono, supponiamo che nella generale equazione 
delle superficie del secondo grado si faccia successivamente x=0 , y=0; si 
otterranno in tal guisa due equazioni anch'esse di secondo grado, le quali ap- 
parterranno alle intersezioni fatte nella superficie dai piani coordinati YAZ , 
XAZ, e le condizioni (1), (2) nel caso che vengano soddisfatte, dinoteranno es- 
sere queste intersezioni linee curve chiuse. Ma ciò non basta perchè la super- 
ficie sia anch'essa chiusa e terminata, per Ja qual cosa sarà d'uopo soddisfare 
eziandio alla condizione (3). Cosi per esempio un cono retto, di cui la super- 
ficie si estende all'infinito, può per rapporto ai piani coordinati situarsi in 
modo che le sue intersezioni con questi piani sieno linee curve chiuse. 

Notisi qui che alle condizioni (1), (2) non può soddisfarsi se le quantità 
a, b, non sieno nell’istesso tempo positive; quindi ottenendosi dalla condi- 
zione (3) 

i e-Aab4ad°+be°—cde<0, 
non potrà non essere 
e-4ab<0, 


se pure alla medesima (3) debba darsi luogo in generale. 


FINE DELLA GEOMETRIA ANALITICA, 


bol. Il. 22 


LIBRO SETTIMO 


SEZIONI GOMIORA 


CAPO I 
DELLA ORIGINE E DELLE EQUAZIONI DELLE SEZIONI CONICHE, 


195. Quelle sezioni che si fanno da un piano che in qualsivoglia modo s 
conduce a traverso di un cono qualunque, chiamansi sezioni coniche. Ora dal- 
la Geometria si sa che se un cono è secato da un piano parallelo alla base, la 
comune sezione del cono e del piano è un cerchio ; il cerchio adunque é una 
sezione conica. È chiaro inoltre che se il piano secante passa pel vertice del 
cono, la comune sezione del cono e del piano è un triangola; il triangolo adun- 
que è anch'esso una sezione conica. Del cerchio e del triangolo essendosi del- 
to abbastanza nella Geometria, noi in questo libro non ci occuperemo che 
delle rimanenti sezioni del cono , le quali sono la parabola, la ellisse , e la 
iperbola. 

196. Ciò premesso, sì supponga il cono ABC (fig. 65.° 60.° 67.") secato 
col piano MKM', il quale né sia parallelo alla hase BEC nè passi pel vertice 
A; cercasi la equazione della linea curva MK che dal succennato piano vien 
segnata nella superficie del cono. 

-— Perpendicolarmente alla comune intersezione SS’ del piano MKM' e della 
base BEC conducasi in questa stessa base il diametro BU: per BC e pel verti- 
ce A facciasi passare il piano BCA, che secherà il piano MKM' lungo la retta 
MM'; questa retta poi partendo dal punto M del lato AB o si estenderà fino al- 
ì’ incontro dell’altro lato AC (fig. 62.°), o incontrerà l’altro lato AC prolun- 
galo al di là del vertice A (fiy. 66.9, o finalmente si troverà essere all’altro 
lato AC parallela (fig. 67.°). In tutte e tre le figure si conduca MN parallela 
al diametro BC, e nelle due prime si tiri eziandio M'N’ parallela all’ istesso 
diametro BC. Per un qualsivoglia punto K della curva MK si faccia passare 
un piano KFD parallelo alla base del cono; questo piano segnerà nella super- 
ficie conica una circonferenza di cerchio DKF, il cui diametro DF sarà per- 
pendicolare alla intersezione HK dei piani MKM', KFD. Imperocché dalla 
Geometria (401%) il diametro CB è parallelo al diametro DF, come pure la in- 
tersezione SS' è parallela alla intersezione KH; ma per costruzione CB è per- 
pendicolare ad SS’; adupque (402*) sarà DF perpendicolare ad HK. 
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Chiamando ora y la ordinata HK comune alla circonferenza del cerchio 
DKF ed alla curva MK, facendo inoltre MH=x, MN=y, e nelle figure 65.2 e 
66. ponendo MM'=2a, M'N’=g', nella figura 65.° per essere simili i trian- 
goli M'MN, M'HD, siavrà 
g(2a—) 
MM'(=2a) : MN=9)=M'H(=2a—x) : HD= 0 


b) 
come pure per essere simili gli altri triangoli MM'N', MHF, si otterrà 
M'(= i gx 
MM'(=2a) : M'N'(=9')—=MH(=r) : HF= da 
a 
Quindi ID. HF= — a ue (2ax—2x°). Ma per la notevolissima 
Li 
proprietà del cerchio HD.HF=(HK}°=y°. Adunque 


ggQa—a)x _ gg' 
a 


LA 2 
y= — (Car e2x?), 
veoTai ); 
ovvero, ponendo il prodotto gyg'=40°, 
bh? 

(0 e. 

Jia (Qaxr—x?) 


sarà la equazione della sezione conica MK che è circoscritta fra certi limiti , 
e che vien chiamata ellisse (160:3.° 163. 164). 
Nella medesima guisa nella figura 66.? dalla somiglianza dei triangoli 


2a+ x) 
MMN, MID si otterrà 1n= £ hai 
a 


Za 

goli MMIN', MHIF si avrà HF= De donde 11D.HF= 
Li (1) 

= Qart2?). Ma 1HD.1F=(IK?=y". Adunque 

40 


, e dalla somiglianza dei triau- 


gJ(Qata)x Di 
4 DA 


ala 2 
SG (Qax+a°), 
ovvero, facendo come sopra gg'=40?, 
a_ D n 
YZKT (Qax4+-x°) 
a 


sarà la equazione della sezione conica MK che con quattro rami MS, MS‘, M's, 
M'5', si estende all’ infinito , e che dicesi iperbola. 
Finalmente nella figura 67.° essendo simili i triangoli AMN, MHF, si 
avrà 
yx 


N: MN(=g9)= a): HF. 


172 
Inoltre HD=MN=y; perciò sarà HD.HF— Lo, . Ma HD. HF=(HK)°—y?. 


À 


Adunque 


6 
uvvero, ponendo -r=p, 
pepe 
dinoterà la equazione della sezione conica MK che con due rami MS, MS' si 
estende all’ infinito , e che appellasi parabola. 

197. Essendo l'asse del cono retto perpendicolare alla base, perciò il pia - 
no BCA che si conduce pel diametro BC e pel verlice A e che per conseguenza 
passa per lo stesso asse, sarà (410*) nel cono retto sempre perpendicolare alla 
base. Ma il piano KFD del cerchio DKF per costruzione è parallelo alla base; 
sarà dunque il piano BCA perperdicolare eziandio al piano KFD. Ora la ordi- 
nata HK sta nel piano KID ed é perpendicolare al diametro FD che è la co- 
mune intersezione dei piani KFD, BCA ; sarà (411*) dunque HK perpendico- 
lare al piano BCA, e conseguentemente (392*) perpendicolare ancora alla retta 
MM”. Nel caso adunque che il cono è retto le coordinate MH-=x, HK=y del- 
la sezione conica MK saranno ortogonali. Ma nel cono obliquo la perpendicola- 
re che dal vertice si abbassa sopra la base cade fuori del centro della base, per 
cui, eccettuandone solamente il caso in cui il diametro BC passa per il piede 
della perpendicolare , il piano BCA non passerà per la perpendicolare, nè per 
conseguenza sarà perpendicolare alla base. Laonde in quella sola direzio- 
ne del diametro BC le coordinate MII=x, HK==y saranno ortogonali , nelle 
altre direzioni saranno oblique: sempre però ciascuna ordinata avrà due va- 
lori uguali, positivo l'uno e negativo l’altro , ciò che chiaramente deducesi 
dalle equazioni trovate nel numero precedente; le rette cioè parallele alla or- 
dinata HIK, e quincie quindi terminate alla sezione conica vengono divise in 
due parti uguali dalla retta MM’, la quale perciò chiamasi diametro della se- 
zione conica ; che se quelle rette vengano inoltre divise dalla MM' ad an- 
goli retti, la medesima MM' dicesi asse della sezione conica, Il punto M si ap- 
pella vertice del diametro o dell’asse; per questo vertice poi ove si conduca una 
linea retta parallela alle ordinate, essa riuscirà tangente alla sezione conica ; 
imperocchéè se in altro punto quella retta secasse la sezione conica, già non 
tutte le succennate parallele resterebbero divise dal diametro in due parti 
uguali. 

198. Nella figura 65,3 è sempre l’angolo NMM'=MM'N'; ora se oltre la 
uguaglianza di questi angoli, ha luogo eziandio la uguaglianza fra gli angoli 


MN, MN’M°, i triangoli MNM", M'N’M saranno simili, esi avrà 
MN(=9): MM'—2a)=MM'—2a): M'N'(=9'), 


donde (196) gg'=4a°=4b?. In tal caso adunque la equazione della ellisse si 


muterà nella seguente 
ax a. 


la quale appartiene (151) al cerchio, purchè però le coordinate si suppongano 
ortogonali. Questa sezione quantunque fatta nel cono con un piano non pa- 
railelo alla base per cui nondimeno si ha il cerchio, chiamasi succontraria, ed 
è evidente non poter essa aver luogo che nel cono obliquo. 

La ragione poi perché in tal caso la sezione dicesi succontraria è la se- 
guente: se l'angolo MMN=MN"M, sarà pure MM'N—N’BG; essendo sempre 
l'angolo esterno MN'M' uguale all interno N'BC; quindi conseguita che i trian- 
goli ABC, AMM' i quali hanno l’angolo in A comune, saranno simili, ma suc- 
contrariamente posti, in guisa tale cioè che l’ angolo AMM'—ACB, e l’angolo 
AM'M=ABC. 

Ma che la sezione succontraria sia un cerchio, può dimostrarsi sintetica- 
mente così: Per l’asse insieme e per l’altezza del cono obliquo ABC s'intenda 
condotto il piano BCA: quindi si supponga il cono secato col piano MKM' in 
modo che la comune intersezione SS' di questo piano col piano della base BEG 
riesca perpendicolare al diametro BC, e la retta MM' lungo la quale il piano 
BCA è secato dal piano MKM°, faccia con il lato ACT angolo AM'M==ABC, 
sarà conseguentemente l'angolo AMM'=ACB. Ciò posto, dico essere la curva 
MK segnata nella superficie conica dal piano MKM' una circonferenza di cer- 
chio. Infatti per un qualunque punto K della curva MK conducendo il piano 
KFD parallelo alla base del cono, dal detto nel numero 197 la intersezione 
HK dei piani MKW', KFD risulterà perpendicolare non solo ad FD), ma ancora 
ad MM’. Dippiù essendo l'angolo AM'M=ABC, poichè l’angolo MFH=ABC, 
i due triangoli HFM, HDM' oltre gli angoli FHM, DHM' opposti al vertice , 
avranno uguali altresi gli angoli MFH, DM'H; per la qual cosa questi trian- 
goli saranno simili, e starà HF: HM-HM': HD, donde HF XxX IHD=-AMXJIM'. 
Ma HFxHD=(HK)?; adunque HMXxHM'=(HK)?. Da tutto quanto è detto fi- 
nora deducesi essere il quadrato della retta HK che da un punto qualunque K 
della curva MKM' si abbassa perpendicolarmente sopra la retta MM", uguale 
al rettangolo formato sopra i segmenti HM, HM" della medesima MM'; sarà 
quindi una tal curva, per ciò che si è dimostrato in Geometria (357*:1.°) , 
una circonferenza di cerchio, di cui MM' è il diametro. 

199. Supponiamo che la origine delle coordinate della ellisse e della iper- 
bola dalla estremità M del diametro MM'—2a sia trasportata nel punto medio 
del diametro medesimo; in luogo dell’ascissa x nella equazione della ellisse do- 
vrà sostituirsi a—x, ed 2—a in quella della iperbola. Quindi si otterrà per 


la ellisse 


n 


TTI 
y=s (a). 


e per la iperbola 


pa 


fulrci ced 
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Ora se queste equazioni insieme con quella della parabola trovata sopra 
(196), si paragonino con le equazioni (P”) del numero 164 che sono quelle 
nelle quali trasformammo la generale equazione del secondo grado , si com - 
prenderà agevolmente ciò che nel medesimo numero 164 si accennò, la prima 
specie cioè delle linee del secondo ordine contenere ellissi , la seconda parabole, 
e la terza iperbole. 

200. Le equazioni delle sezioni coniche possono eziandio ottenersi dalla 
equazione della superficie conica. Pertanto non sarà inutile l’ esplorare la veri- 
tà di siffatta asserzione nel cono retto. 

La equazione della superficie curva di un cono retto ABC (fig. 65.°) rife- 
rita a tre assi ortogonali CX, CY, CZ, dei quali la origine sia posta in un 
punto C della circonferenza BEC della base, e CX si trovi nel piano APB for- 
mato dall’altezza AP (=9) e dal diametro CB=2r), è (177) 


(x costar)—s sen(er)—r)+y= ; (g_asen(er)—zcos(er) )", 


dove («r) esprime l’angolo che l’asse CX fa col diametro CB della base del 
cono. Ora se si fa 5=0 in questa equazione, resterà una equazione fra le coor- 
dipate #, y di quei punti che comuni sono al piano XCY ed alla superficie 
conica; resterà cioè una equazione la quale apparterrà alle linee che vengono 
segnate nella superficie conica dal piano secante XCY. La equazione dunque 


(x coster)tr)+y= a (q—-x sen(ar) ) 
Vi 


conterrà in se le equazioni di tutte le curve coniche. Ed infatti ad essa si può 
far prendere la seguente forma 


2 


ua 2 (g—asen(ar)) (x cos(er)—rY= 
VI 


—il - (qg—asen(er)) +2 cos(er)—r][ > (ax senter))}—x coster)+r]= 
= [a cos(er)— Lù sen(er) ][2r— lx sen(ar)—x cos(er) 1; 
VI DIE Vi 


e siccome , supposto l'angolo ABC=@, nel triangolo rettangolo APC st 


ha — iang ® e quin I col ® CI percio sara dò: 13 
p Ù 1 Vi 


y= [x cosar)—x cot @ sen(xr) ][2r—s cot ® sen (ere cos(er) ]= 


sen ® cos (gr)—cos @ sen (ar) cos ® sen(xr)-4-sen a cos (er) sf 
i E i 


O ar 


sen @ i sen ® 
sento (ar)) . senl (er) +) senllarj—a) sent (ar) +0) : 
si \ ( )) 2r (( )ta ia SI Qi {{ È Da | 


NATZO: seno sens Sen & 


Ciò posto, sia primieramente (er) > 0 ma <%; ponendo 


LO dl OLA 


sen @ a’ sen ra” 
st otterrà 
. è r b° 
P=—a(2r—-- a)= 4 (2Qax—e), 
ra a a 


che è la equazione della ellisse. In secondo luogo sia (ar)>@, ma<180°—c; 
facendo 


sen( (er) 4+@) n sen( | (crh—e) Mi 


sen @ a’ sen & ra” 
si avrà 
2 tO 2 
HA a 2 19 
ye a(-a—-2r)=-- (e°—2ax 
ra SG ) a ( )» 


che è la equazione della iperbola, la stessa che si è trovata sopra, purché si 
prendano negativamente le ascisse x. Sia in terzo luogo («r)=180%—v; sarà 
sen ( (r)-pae,=sen 180°—0, e quindi, ponendo 


sen((arh—@) sen(180°—20) sen 20 ) 


= == =dosez — , 


sen @ sen @ send 2r 


e prendendo negativamente le ascisse x, si otterrà 


n_Pc 
y= —2ra=px 
i 2r Des 
che è la equazione della parabola. Sia in quarto luogo (ar) > 180"—@, 
ma <180%; sarà (rr) t+-e>180°, e perciò negativo il sen( (#7)+), per la qual 
cosa, facendo 


sen( (er) +) Lu sen (2) —@) _ d° 


= o) 


) 
sen a sen @ ra 


e prendendo negativamente le ascisse x, si avrà 
2 2 


r A 
res d- TEM) (Qax—2°), 


si avrà cioè di nuovola equazione della ellisse; crescendo poi (r) oltre 180° 
si otterrebbero le stesse linee che abbiamo finora considerate. E qui finalmen- 
le si noti che per (2r)=0 ovvero=180° , avvertendo di prendere in questo 
secondo caso negativamente le ascisse x, si ha sempre 


n 
12. 


pa—a(a—2r)=2ra—0?, 
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si ha cioè la equazione delia circonferenza della base del cono , e per (xr)=x 
si oltiene 


y=0, 


che è la equazione della retta generatrice. 

201. Oltre il cono vi hanno altri generi disotidi i quali offrono sezioni 
della specie stessa di quelle che considerate abbiamo finora. Per darne qui un 
esempio , proponiamoci di trovare la equazione della linea che vien segnata 
nella superficie di un cilindro retto, allorchè questo vien secalo con un piano. 
La equazione della superficie curva di un cilindro retto CBB'C' riferita a tre 
assi ortogonali CX, CY, CZ, dei quali la origine si trovi in un punto C della 
circonferenza BEC della base, e CX stia nel piano APB formato dall’ altezza 
AP e dal diametro CB(=2r), è (177) 


(x cos(er)—=z sen(errnY+y=r°, 


nella quale (r) esprime l'angolo che l’asse delle « fa col diametro della base 
del cilindro. Se in questa equazione si pone :=0 , si otterrà la seguente 
altra 

(x cos(er)—r}+y=r°, 


la quale apparterrà alla linea segnata nella superficie del cilindro dal piano 
sceante XY. 
Se si fa (er) = 90°, si avrà 
y=0, 
si avrà cioè la equazione della linea retta che genera la superficie cilindrica, 


. x To x 
Che se si pone (cr) >0 ma <90°, e cos(xar)== -, risulterà 
a 


n 
entrar 


donde 
pr? e? p” 
da —2ax pr +y=0, ovvero y= @ (Qaxr—a"), 


che è la equazione della ellisse. 


DI ALCUNE DELLE PRINCIPALI PROPRIETA’ DELLA PARABOLA. 


202. Nella equazione della parabola y°=-px , la quantità p dicesi para- 
metro , e poiché dalla medesima equazione si ha a: y=y: p, perciò nella pa- 
rabola il parametro è uguale alla terza proporzionale dopo una qualunque ascis- 
sa, e la corrispondente ordinata. 


177 
ki ei per i differenti punti (2°, y°), (2,4%), (e! y4),... della para- 
ola avendosi 
I y'=pa' 5 y'° pa"! h y"° pa!" ; ec... 
sarà 
12 112 


+ eg 

Quindi nella parabola i quadrati delle ordinate sono fra loro come le cor- 
rispondenti ascisse. 

203. Supponendo le coordinate ortogonali, sia AD (fig. 69.°) l’asse della 
parabola KAK', ed in questo asse si cerchi un tal punto F pel quale condu- 
cendo la doppia ordinata mm’, si abbia mm'=p. Facendo nella equazione 
y°=-px della parabola 2y=p, ossia 


:y'2 eci ia rec.. 


= ; ) sì avrà A pr, donde X= î AF. 


Il punto F chiamasi fuoco della parabola ; per la qual cosa, il fuoco nella pa- 
rabola si trova nell’asse distante dal vertice per la quarta parte del parametro. 

204. Nell’asse prolungato verso D' fuori della parabola prendendo AGZAF, 
la retta LL' che per G si conduce perpendicolarmente all’asse appellasi dzret- 
trice. Inoltrela retta che da un punto qualunque M della parabola si conduce 
al fuoco della medesima si nomina raggio vettore del punto M. 

Premesse queste definizioni, dimostro il seguente teorema : Za perpendico- 
lare che da un punto qualunque della parabola si conduce sopra la direttrice ay- 
guaglia il raggio vettore. 

Conducendo dal punto M la perpendicolare MQ sopra la direttrice, il rag- 
gio vettore MF, e la ordinata MP=y, sarà 


MQ=AP+AG=5+ di 


Ora il triangolo rettangolo MFP dà (MFY=(MP) + (FP) =(MP} + 
2 % > a 2 x ; 9 4 
+ (AP_AFY=y +(e— 7 f=pr+a D+ e +— = 
(ct È Y, per cui si ottiene 
MF=r+ È 


Adunque MQ=MF. 

205. È dunque proprio della parabola che ciascuno dei suoi punti ugual- 
mente disti dal fuoco e dalla direttrice. Quindi se una verga ben diritta e sot- 
tile si supponga strisciare con un suo estremo sopra una consimile verga im- 
mobile, rimanendole sempre perpendicolare in uno stesso piano: ed un filo fles- 
sibile che in lunghezza sia uguale alla verga mobile , stia legato con un suo 
capo nell’altro estremo di questa verga, e con l’altro capo in iO fitto 
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in quel piano; la curva deseritta da uno stiletto che al muoversi di quella ver- 
ga si spinga d’accosto ad essa con mantenervi sempre teso il succennato filo , 
sarà una parabola. Il fuoco di questa parabola sarà il punto segnato dal chio- 
detto in quel piano incui si giacciono le due verghe, e la retta che vi si con- 
duce per la direzione della verga immobile sarà la direttrice della parabola. 

206. In una qualunque curva AMK (fig. 70.5) la parte MT della tangen- 
ie indefinita condotta al punto M compresa fra questo punto e l’asse delle ascis- 
se DD', chiamasi la tangente del punto M: inoltre il segmento TP del detto as- 
se compreso fra la tangente e la ordinata del punto M di contatto, dicesi la 
sottangente del punto M : dippiù la parte MN della perpendicolare indefinita 
condotta alla tangente nel punto M di contatto compresa fra questo punto e 
Jasse delle ascisse, appellasi la normale del ponto M: finalmente il segmento 
NP dell'asse delle ascisse compreso fra la normale e la ordinata del punto M 
di contatto, si nomina la sunnormale del punto M. 

Ciò posto , dimostriamo primieramente che nella parabola la sottangente 
di uno qualunque dei suoi punti è doppia della corrispondente ascissa. 

Supponendo infatti che la curva KAK' sia una parabola , si congiungano 
due qualunque dei suoi punti M, m con la retta Mm, la quale prolunghisi fino 
all’ incontro in t dell'asse delle 2. Dal punto m sopra la ordinata MP=y del 
punto Msi abbassi la perpendicolare mn, e le rette Mn, mn si dipotino con le 
lettere a, £. Dai triangoli simili MP, Mmn avremo 


Pi mn . PL A B 
iP = Ma? ossia por donde Pt=y 7 
Ma pel punto M y°=px, e pel punto m (ya) =px—£); sottraendo pertanto 
la seconda dalla prima , risulterà 2ay—x°=pf8 , donde — = Lis; Adunque 
% 


sostituendo otterremo la seguente equazione 


2a 
Pi= ATA pg È 7 


} P 


la quale deve aver luogo qualunque sia il valore di a, Ora si concepisca che il 
punto m si accosti continuamente al punto M; è chiaro che nello stesso tempo 
i punti n et si accosteranno continuamente ancora, il primo al punto M, e l'al- 
tro al punto T. Allorchè dunque il punto m sarà giunto in M, sarà 4=0, e la 
retta Pt si muterà in PT. Per la qual cosa si avrà 


PT=2x. 


Dal teorema già dimostrato conseguita 1.° potersi agevolmente condur- 
re la tangente ad un qualunque punto M della parabola ; imperocchè abbas- 
sando da questo punto la ordinata MP, e prendendo nell’ asse prolungato 
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PT=2AP, la retta MT che congiunge i punti M, T, sarà la cercata tan- 
gente. 
2.° La distanza del fuoco dalla tangente contata sull’asse, essere uguale 
al raggio vettore del punto di contatte; infatti (203. 204) FT=PT—PF = 


—=2x--(a— Amat: == MF. Quindi rilevasi un secondo metodo per con- 


durre la tangente al punto M. 

3.° Da un qualsivoglia punto M della parabola conducendo ilraggio vet- 
tore MF, e la retta MQ parallela all'asse, essere uguali gli angoli FMT, 
QMT' che queste rette formano con la tangente TMT' condotta pel medesimo 
punto; perchè essendo MF=FT, il triangolo MIT sarà isoscele, e 1’ angolo 
FMT=FTM: ma l’ angolo FTM=QMT'; adunque FMT_-OMT'. 

207. Nel triangolo rettangolo MPT si ha (206) la tangente MT — 


= VMNPf+@D? = Vprt+ie = Viza4+b); e quindi, ponendo 


MF=:=r + 7 (204), 


MT=22Vax: = ILE =2 UNI y 3 = VE 

p 

Dippiù, nel triangolo rettangolo NMT si ottiene la sunnormale 
(MP) pe __p 


PT 2x 2 


Finalmente, nel triangolo rettangolo NMP è la normale 


MN=VGIyFNP = \fpe+ = Voe+ î E Vr 


Da queste formole ricaviamo i seguenti teoremi: 1.° Za sunnormale di 
un qualunque punto della parabola è sempre la stessa, ed é uguale alla metà del 
parametro . 

2.° La distanza del fuoco dalla normale contata sull'asse agquaglia il rag- 
gio vettore, ovvero ancora la distanza del fuoco dalla tangente contata sull'asse. 


Imperocchè FN—-FP+NP={x— 2) + 5 =xt È —MF. Dal che si deduce 


ancora FN=FT , essendosi sopra (206: 2.°) dimostrato FT=MF. 
3.° La normale sta alla tangente come il parametro alla doppia ordinata 


del punto di contatto. Infatti essendo la tangente AH e la norma- 
le = Y/pa, sarà 


norm : lang = Vpi: 2ANÎJE = Vp: = =p :2y. 
P 


180 


208. Daun punto qualunque della parabola conducendo la normale ed il 
raggio vettore, se dal punto în cui la normale incontra l’asse si abbassi sopra 
il raggio vettore una perpendicolare, sarà il segmento del raggio vettore compreso 
fra il punto della curva e questa perpendicolare, uguale al semiparametro. 

Se dal punto N, in cui la normale inconira l’asse, si conducano so- 
pra MQ, MF le perpendicolari NH,, NH”, risulteranno uguali fra loro i trian- 
goli rettangoli NAM, NH'M; poichè essendo l'angolo QMT'=FMT, sarà il 
complemento NMH del primo angolo uguale al complemento NMH' del secon- 
do, perciò i succennati triangoli saranno equiangoli; ma essi hanno altresi 
comune la ipotenusa MN; adunque saranno fra loro uguali. Laonde MA—MH'; 


ma (207) MH=PN= 3 ; adunque MIl'= 5 


209. Nella parabola la normale è doppia della perpendicolare che dal fuoco 
sì abbassa sopra la tangente. 

Se dal fuoco F si abbassi sopra la tangente MT la perpendicolare FR , i 
triangoli TFR, TNM risulteranno simili, e si avrà perciò la proporzione 


MT : RT--MN : RF. 
Ora essendo (206: 2.°) isoscele il triangolo MFT, la perpendicolare FR di- 
viderà MT in due parti uguali, e sarà perciò RT = Adunque sarà pure 


MN 

RF= x 
Dal detto si deduce 1.° che 7a perpendicolare condotta dal fuoco sopra la 
tangente, é media proporzionale fra la quarta parte del parametro ed il raggio 
vettore. Perocchè chiamando g la perpendicolare FR ed n la normale MN, si 


n ps Po i 
ha (207) g= ge i , donde =] 5, e quindi 
ERP 
4 i qerq + 3. 
2.° Che /a normale è quarta proporzionale dopo la perpendicolare condot- 
ta dal fuoco sopra la tangente, il semiparametro, ed il raggio vettore. Infatti dal 


. l oe a Vpz a P 
la superiore equazione g= gi si ottiene 
Va 
2qn=n°=pz, donde n= = 


e questa ultima equazione si risolve nella seguente proporzione 
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CAPO HI. 


DELLA PARABOLA RIFERITA AD UNO DEI SUOI DIAMETRI, 


210. Per un punto qualanque M ( fig. 71.°) della parabola KAK' con- 
ducendo parallelamente all'asse AD la retta MQ, ove si voglia determinare la 
posizione di un punto qualunque S della medesima parabola per mezzo delle 
coordinate oblique Y—SP', X—MP' delle quali la prima sia parallela alla tan- 
gente TMT' condotta per il punto M che si considera come origine delle coor- 
dinate, e l’altra si prenda nella retta MQ, si dovrà cercare la equazione della 
parabola fra le coordinate X, Y. Per la qual cosa, pongasi —=a l’ascissa co- 
stante ed ortogonale AP della origine M, sarà = V/ap la ordinata ortogonale 
MP della medesima origine M, e (207) P'a=MT=V Fap = Vapt+ba)= 
= Vap', ponendo p4-4a=p'. Quindi conducendo SH perpendicolare all’asse, 
i triangoli rettangoli SaH, MTP, daranno le seguenti proporzioni 


MT=V7): S(=Y+Vp)=MP=V7) : SH=y), 
MI(=Vap): Sa(=Y+Va =TP(=20) : aH(-Aa+%). 
Donde 


v=sti=r 43 + Vap, Anpa=2Y (1 2a, 


Osservando poi essere (206) Aa=AT—aT=AP—MP'=a—Y, si troverà 


x=AH=X+a4-2Y vV Ri 


Sostituendo i valori di y ed x nella equazione 


ù 


y=px, 


che ha luogo fra le coordinate ortogonali AH, SH del punto S, otterremo 


(va + VI 2) =p+p42r 7%, 


la quale, dopo di avere sviluppato il primo membro, e fatte le opportune ri- 
duzioni, darà 


V°p'X. 


Da siffatta equazione dedueesi che la retta MQ è (197) un diametro che divide 
per metà le corde tutte SS', ss',... parallele alla tangente condotta pel suo 
vertice. 

211.1 valori di x, y dipendentemente da quelli di X, Y possono pure 
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ottenersi dalle formole dimostrate nella Geometria analitica (135: 3.°), 


a=c4-X4-Ycos(Ya), 
y=d+-Ysen(Yo), 


le quali danno la relazione che ha luogo fra un sistema di coordinate ortogo- 
nali #, y, ed un altro di coordinate oblique X, Y nella supposizione che l’asse 
delle X sia parallelo a quello delle x. Osservando infatti essere nel caso no- 
stro 


CA, d=:Vap ’ 
PT 2a a 
cos( Va)=cos MTP= Mi => 2 avi FE 
sen(Vx}=senMTP= NT = Wo = if v” 


si otterranno per i cercati valori 
2=0+1+27A/ L, y=Vap +Nfe. 
P 


212. La linea p'è terza proporzionale dopo una qualunque ascissa X 
e la corrispondente ordinata Y ; essa inoltre agguaglia la doppia ordinata 2Y 
che passa pel fuoco; ed infine è quadrupla della distanza del vertice del diame- 
tro dal fuoco. 

Che la linea p' sia terza proporzionale dopo una qualunque ascissa X e 
la corrispondente ordinata Y, rendesi manifesto dalla semplice ispezione della 
equazione Y°—p'Y. Che essa poi agguagli la doppia ordinata 2Y che passa 
pel fuoco , si dimostra nella seguente guisa : sia ss' la doppia ordinata 2Y che 
passa pel fuoco F, sarà (206: 2.°) 


(ss): =4p'.MF'—4(p+ 4a) TF=4(p+40)(at =+ 4af=p", 


donde ss'—p'. Finalmente si dimostra essere p'=4MF, imperocchè essendo 

; p_pisia_p i 
pel citato numero MF—FT—=a-| x x "e sarà conseguentemente 
p'=4MF. 

Per tutte queste cose agevolmente comprendesi perchè la linea p' dicasi 
parametro della parabola riferita al diametro MQ. 

213. Suppongasi ora condotta la secante sSm (fig. 72.°) , e sieno Y, v 
le ordinate SP’, sF' dei punti S, s nei quali essa taglia la curva ; dinotando 
con X, X' le corrispondenti ascisse MP’, MF’, e facendo Mm—e, i triangoli 
simili P'mS, F'ms daranno 


mP=e$1); nl'(et+WaSP=Y): sFE=V). 
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donde 
(e+MY'=(e+X")Y, ossia (4+I)\VVA? —(e+xX)y px. 


Innalzando al quadrato questa ultima equazione, si otterrà 
(PAYNE, ossia (-+-X) I =(E+I)x. 
EA IZIPNCANZIVAN-1), 


Quindi 


e finalmente 
e=NXX", donde X : ene : N, 


cioé la parte esterna del diametro compresa frail vertice e la secante è media pro- 
porzionale fra le ascisse dei due punti d’ intersezione. Ciò posto , s’ intenda il 
punto S avvicinarsi continuamente al punto s fino a coincidere col medesimo, 
la secante s$m si muterà nella tangente sR, Mme in MR ,ed A in N°; per 
la qual cosa sarà (MR}}:=\?, MR=\, ed F'R=MF' +MR=N+N"=21", 
cioè , come per l’asse, /u sottungente doppia della corrispondente ascissa. 

214. Risolviamo ora i seguenti problemi. 

Probl. 1.° Dato l’asse AD (fig. 71.°) ed il parametro p, trovare un dia- 
metro MQ che faccia con la tangente condotta pel suo vertice un angolo dato 
I'MQ=au, ed il parametro p' di questo diametro. 

Il problema riducesi a trovare il punto P, dove la ordinata ortogo- 
nale MP incontra l’ asse. Sia AP=x » il triangolo rettangolo MPT darà 


tangu= Ve, donde si dedurrà 
2a 


d= î cot’u, e p'=p+4r=p(l-+cot?u)= - 


sentu 


Probl. 2.° Dato il diametro MQ, il parametro pie l'angolo T'MO=u che 
la tangente condotta pel vertice M del diametro fa col diametro stesso, trovare 
l’asse AD, ilvertice A, ed il parametro p dell’asse. 


P 


senzu 


Abbiamo dal problema precedente p'= P+4x, donde 
Li 


Li 4 
— E sent P_cosu i 
4 4 


p=p'senu, e= 


ai i: 


e quindi 
q td t 


y=Vpxa = + A sen u cos u=+ A sen2u, 


dove il doppio segno + indica che il diametro MQ può trovarsi tanto a de- 
stra chea sinistra per rapporto all'asse AD. 
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CAPO IV. 


DELLE PRINCIPALI PROPRIETA’ DELLA ELLISSE. 
215. Nella equazione della ellisse (199) 
de o 
yes = (ax)... (1) 


ponendo l'ascissa e—=0, si ha la ordinata y=-+-b, la quale corrisponde al pun- 
to medio C (fig. 73.°) del diametro AA' (=2a). Laonde la linea che sopra (196) 
nel trovare la equazione della ellisse rappresentammo con 26, agguaglia la 
doppia ordinata BB', la quale passa pel succennato punto C, che dicesi il 
centro della ellisse. 

Inoltre la equazione (1) può disporsi ancora nella seguente guisa 


a’ : 
we Er). 

prendendo ley in CB dal punto C. Donde conseguita che siccome AA' seca per 
metà tutte le corde parallele alla retta BB', così BB' divide per metà tutte le 
corde parallele al diametro AA‘. Per la qual cosa BB' è un diametro della 
ellisse. 

Ambedue le rette AA', BB' diconsi diametri coniugati, e la terza propor- 
zionale dopo questi diametri si chiama parametro , in guisa che dinotando 

, ETC 26° 
con p il parametro , si abbia p= —. 
a 
216. Le equazioni (1), (2) possono notarsi nel modo seguente 


2 
2 


b . a 
«= (etalana), = 7 (bito) 


Quindi per i differenti punti (2°, y"), (2,9), (2! 4"), .. . della el- 
lisse si avranno 


b° a° 
ye ro, (a +e)(a—2') 9, ai TE) ( b+ y)(b-y') b) 
12 b° Li 112 a’ LU 
gent (ape a— a!) = (bt), 


bh 2 
bi - (ata'”)(a_a!) 3 gl Pa ( b+y'"M(b—-y"), 
a 


EC. 66 CC...06% 
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erciò 
ep n 


y!” glie yu? 


(opa )laa) (a+ ane) 7 CFaazan = cc... 


come ancora 


12 
2X nl! gl? 


ty by) (0+y by) Cas — See 


dalle quali formole ricaviamo che nella ellisse 1 quadrati delle ordinate , ossia 
che esse appartengano al diametro AA' ossia che appartengano al diametro BR!, 
sono come è reitangoli contenuti dai due segmenti del corrispondente dia- 
metro. 

217. Quantunque le coordinate x, y possano essere 0 ortogonali, o obli- 
que; nondimeno a fine di dichiarare con più di agevolezza le proprietà della 
ellisse noi le supporremo in tutto questo capo ortogonali, nel qual caso i dia- 
metri si appellano assi (197), e trasverso dicesi il maggiore AA', e coniugato 
il minore BB'. 

Ciò presupposto, proponiamoci in primo luogo di trovare nell’ asse AA' 
quei punti per i quali facendo passare la doppia ordinata 2y, sia questa ugua- 

2 


A l i 
le al parametro p= 7a Dalla equazione (1) ponendo y= —, abbiamo 
0 


bi bo. 
np ni gi (a°-2?), 


donde V°=1°—x°, ed a=+ Va. Laonde, se dal punto B come centro , e 
con un raggio uguale a CA si descriva un cerchio, i punti 1°, F', nei quali ta 
circonferenza di questo cerchio seca l’asse trasverso AA', saranno i punti cer- 
cali. 

Siflatti punti diconsi fuochi della ellisse. La metà CF della distanza fra 
i fuochi chiamasi eccentricità, la quale ove si dinoti con e, sarà 


e=Va'nh. 


Finalmente le rette FM, F'M che da un punto qualunque M della ellisse si con- 
ducono ai due fuochi F, F' diconsi raggi vettori del punto M. 

218. La somma dei raggi vettori che da un punto qualunque della ellisse 
si conducono ai due fuochi della medesima, agguaglia costantemente l’asse tra- 
sverso. 

Rappresentiamo con 3, 5’ i due raggi vettori FM, F'M, e conduciamo la 
ordinata MP; sarà 


«(FM)'=(MP)°+(PE)°=(MP)°+(CP—-CF), 
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ossia (115. 117) 
PE. | 2x2 
f- È (a) + r-ef=b'- ci +a°—2ea-pe= 


a 


tai 


2 2 2,2 

d_-b , ex CR ANDA 

= + LT Qex +e =0°4 sa —Qea=(a— 0 
u 


Dippiù 
(FM)? =(MP}°+(PF)°=(MP)°+(CP+ CF"), 
ovvero 
b° N , s Di ba? n 
== (a -2)+(ete) =l'- — +0 +2eatl= 
a a 
2__}? n° n° : 
+ aperta 2 q2er=la+ È). 
( & ti 


Quindi 
ex ex 
s=a— — l'ad —, 0 545 =2a=AA°. 
a a 


219. Da questo teorema deducesi che se gli estremi di un filo flessibile 
intendansi fermati a due piccoli perni fitti in un piano, la distanza dei quali 
sia minore della lunghezza del filo, e quindi uno stiletto che tenga un tal filo 
sempre teso d’accosto al piano, suppongasi girare con perfetta rivoluzione in- 
torno ai perni , la curva dallo stiletto descritta in quel piano sarà una ellisse. 
Gli estremi immobili del filo saranno i fuochi della ellisse. 

220. Nella ellisse la suttangente di uno qualunque dei suoè punti è quarta 
proporzionale dopo l'ascissa del punto di contatto e le distanze della ordinata 
dai due vertici dell’ asse trasverso. 

Nella ellisse ABA'B' congiungansi due qualunque dei suoi punti M, m con 
la retta Mm, la quale s'intenda prolungata fino all’ incontro in t dell’asse AA', 
che è quello delle x. Dal punto m sopra la ordinata MP=y del punto Msi con- 
duca la perpendicolare mn, e le rette Mo, mn sì dinotino rispettivamente con 
x e 8. Dai triangoli simili MP, Mmn avremo 


Pt mn . Pt È È 
na "Mu ossia 7 cu, donde Pt=y 7 
i di h° 
Ora pel punto M avendo luogo la equazione y=b°— —, x°, pel punto m 
2 a” 


) 
avrà luogo l’ altra (y—a)=0°— x (r+£). Quindi dalla prima sottraendo 
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la seconda si otterrà 


20? db; Ga, al. B 
Zay—a'= — è 4 = 8°, ovvero 2a(y— 3)=P — (4 2), 
a 2 a Dr 
donde 
% 
(| n 
o 773 
ab e 
XL ped 
2 
Sostiluend : d, di paid sh - i 
nostutuendo questo valore di — in quello di Pt, si avrà ta seguenio equa» 
n | 
zione 
a 94 
so ge 
Pi a 2 
= n 3° 
DI —_ 
2 


la quale dovrà aver luogo qualunque sieno i valori di x e £. Ma avvicinandosi 
il punto m continuamente al punto M, i valori di x e f nello stesso tempo si 
avvicineranno a zero, ed Mt alla tangente MT, iu guisa tale che, allorquando 
m sia giunto in M, si abbiano 


a=B=0, Mt=MT, PI=PT., 
Sarà dunque in tal caso la sottangente 
Oy a a C_x (atala—a)  A/P.AT 


liu uh 


Da > x x 7 po 


Dalia dimostrata proposizione si deduce 1.° che volendo ad un dato puuto 
M della ellisse condurre la tangente , si abbasserà primieramente la ordinata 
MP, poi si troverà la quarta proporzionale PT, dopo CP, A'P, AP, ed infine si 
congiungerà la MT che sarà la tangente cercata. 

2.° Che la distanza del centro dalla tangente contata nell’asse è terza 
proporzionale dopo l’ascissa del punto di contatto ed il semiasse trasverso. In- 
fatti abbiamo 


n 


=, donde x; a=za : CT. 
x we 


dr 


CT=CP+PT=x+ 


3.° Chei raggi vettori del punto di contatto sono fra loro come le distanze 
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dei fuochi dalla tangente contate nell’asse. Imperocchè essendo (218) 


ax 


FT=FP+PT=CP—CF+PT_=x—c+ = 
XL 
a-—ex a ca a 
Ta vito i 
PIPP+PT=CP+-CP'+PT=0+o+ TE = 
a 
xa a Lato, 


si avrà 
FT: FT-=z: 5" —FM : FM, 


4.2 Che la distanza del vertice A ovvero A’ dalla tangente contata nel- 
l’asse è quarta proporzionale dopo l’ascissa del punto di contatto , la distanza 
dello stesso vertice dalla ordinata , ed il semiasse trasverso. Perciocchè 
sì ha 


a-a° 
AT—-PT—AP=PT—(ACCP)= ; —(a-x)= 
(a+xa—2) (a-x)a  AP.AG 
e "Sat ne 


AT=PT+A!P=PT+(A'C+CP)= n +Ha+a)= 


alata 
SS +ata= Tt= 7 


L 


221. Nel triangolo rettangolo MPT si ha (220) la tangente 
ene ai ay E aiy? 
MI=Y (iP) +(PT) = V(1 + o) = V(» +55) = 


y° 4,2 ‘orse 1 et papa 
Vate Y )) = paV ba baty = pv )at(a°—0°)2°), 


e quindi avvertendo essere a—b°=e?, sarà la tangente 
MT 1 (eeera 
= IV (aa )(atetat). 
pen di X 


Dippiu se sopra la tangente MT prolungata verso T' s° innalzi la normale MN, 
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dal triangolo rettangolo NMT si otterrà la sunnormale 
(MP)? ba Li "a __pa 
Pp_t—- = È sea 
N PT Y ay 2a” 
26° 
essendo (215) il parametro p= — , e nel triangolo rettangolo NMP si 


avrà la normale a +(NP) r=Y(1 +5 Ss i vagare 


b 
= ci Va-(a'—0*)£° = + a VIZI a = V(e (€ i) = 

b 5A 
i VG = )(at 5) per cui, avvertendo essere (218) ao, 


ex 
sza+ — ,5/=24-z, z=2a—z', risulterà questa normale 
a 9 2 


Dai trovati valori della sunnormale, e della normale ricaviamo i seguenti 
teoremi : 1.° La sunnormale è quarta proporzionale dopo l’ asse trasverso , èl 


. ù . . ? 1a . 
parametro , e l’ ascissa del punto di contatto. Infatti la equazione NP= = si 
4 


risolve nella seguente proporzione 2a: p=x: NP. 
2.0 Ladistanza della normale dalla tangente contata nell’asse è quarta pro- 
porzionale dopo l’ascissa ed i raggi vettori del punto di contatto. Imperciocchè 
ba (a-bVe cx 
essendo CN — CP — NP =x— == ——__=—, sarà la succennala 


ai a 
distanza (220: 2.°) 


E° x a 


3.° La direzione della normale seca l'angolo dei raggi vettori del punto de 
contatto în duc angoli uguali. Abbiamo (2.°) 


ex 

ex nr e5 
IN=CF-C(N=e— —=———=-, 
1 a a a 


ex cab) gr 
F'N=CFPCN=se4 = Sii, 
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Adunque sarà 
FN: F'N—-: :2'=FM : FM, 


e quindi dalla Geometria (350*) l'angolo FMN=F"MN. 


4.° 1 raggi vettori del punto di contatto con la tangente contengono quin- 
ci e quindiangoli uguali. Pel teorema precedente essendo l'angolo FMN=FMN, 
sarà l'angolo FMT complemento di FMN uguale all'angolo F'MT' complemento 
di F'MN. Adunque ec. Quindi prolungando F‘M verso I, poichè l’ angolo 
F'MT'=IMT, sarà l’angolo FMUT=IMT; per la qual cosa , potrà agevolmente 
condarsi la tangente al punto M col seguente metodo: si conducano dai fuo- 
chi F, F'al punto M i raggi vettori FM, F'M, e quindi il raggio vettore F'M 
condotto dal fuoco F', che è il più rimoto dal punto M, si prolunghi oltre M 
verso I; se con la retta MT si divida per metà l'angolo FMI, questa retta sa- 
rà la cercata tangente. 

5.0 Se dall’uno o dall’ altro vertice dell’ asse trasverso prendasi nello stes- 
so asse un segmento uguale all’ uno o all’altro dei raggi vettori del punto di con- 
tatto , sarà la ordinata corrispondente a quel segmento uguale alla normale. 
Chiamando infatti n la normale, si ha 


V2az' —2/*, 


sio 


Di dia 
I 23 
n= > Via: = 


le quali espressioni appartengono ad ordinate ellittiche , delle quali le ascisse 
contate dal vertice agguagliano i raggi vettori. 

222. Se si conducano dai fuochi F, F' e dal centro € sopra la tangente 
TT' tirata al punto M le perpendicolari Fq, F'g', Cq”, e poi dal punto N, dove 
la normale del punto M incontra l’asse, sopra i raggi vettori FM, F'M, prolun- 
gati se fia d’uopo, le perpendicolari Np , Np': se inoltre per Cs intenda tirala 
la retta rCr' parallela alla tangente e terminata dall’ una parte e dall’ altra dai 
medesimi raggi vettori ; sì dimostrerà 

1.° Il semiasse coniugato medio proporzionale fra la normale e la perpen- 
dicolare condotta dal centro sopra la tangente; ovvero fra le perpendicolari con- 
dotte dai fuochi sopra la medesima tangente. 

2.° La normale quarta proporzionale dopo le tre perpendicolari condotte 
dal centro e dai fuochi sopra la tangente , ovvero dopo la perpendicolare con- 
dotta da uno dei fuochi sopra la tangente, il raggio vettore condotto dallo stesso 
fuoco al punto di contatto, ed il semiparametro. 

3.° I segmenti dei raggi vettori del punto di contatto compresi fra questo 
punto e le perpendicolari che sopra i medesimi raggi si conducono dal punto do- 
ve la normale incontra l’asse, essere uguali al semiparametro. l 

4.0 I segmenti dei raggi vettori del punto di contatto comprese fra questo 
punto e la retta condotta pel centro parallelamente alla tangente, essere uguali al 
semiasse trasverso. N 

Imperocchè primieramente i triangoli simili NMT, FqT, Fq'T, Cq”l 
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danno le seguenti proporzioni 
NT: MN=FT : Fq, FT: Fq=FT: F‘q', FT: F'q'=CT : Cq', 
donde 
MN.FT A Fq.F'T Ca F‘q'.CT 


e, Ia! 


ii: Fr? 17 pT 
Per la qual cosa , ponendo Fq=q, F'q'=g9', Cq'=q", ritenendo la deno- 
minazione » per Ja normale MN= - V=i7, ed avvertendo essere (221:2.°) 
lf a? 4? an? 
n= i. cat PE , avremo (220: 2.0 3.9) 
as ba Vs 
quel. .- 
1 x an 7 an 
i, Pa da n bg 
fs tea, 
an XL as an 
2,1 2 2 
peo de 
Cale ea 
e quindi 
2 94 
nq'=b?, qq'= E ss'=0°, n4q''=qq' , 
Dz pz bs ps 
n= —=—=—,=1, 
aq 29 aq 2q 
ciuè 


nib=b:qg',q:b=big',q':q=q 


qrr=tinzgiat in, 
2 


le quali proporzioni altro non esprimono che l’enunciato sopra nel primo e se- 
condo teorema. 
Ju secondo luogo i triangoli simili FMP, FNp; F'MP, FNp' dauno 


FM : FP=FN: Fp, PM: PP=PN : Pp' 
donde @21:3.*) di si 


e 
F' gut ———"& — asia (yo 
Pa a! a ( + 
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Laonde sarà (218) 


(21 e e? 


(HA e e 
+ F'p'-Mp'— — }._ (LX a —- — 
EM—-F'p'=Mp'=(a+ > ) o (c+-e)=a 7° 


e ale db 


con che resta dimostrato il terzo teorema: 
Finalmente dalla somiglianza dei triangoli FMT, FCr; F'MT, F'Cr' ab- 
biamo le seguenti proporzioni 


FT: FM=FC : Fr, FT: FM=FUC : Fr, 


dalle quali si ba (220: 3.°) 


TM.FC es cea TPM.FIC es e 
i tessere =—=-,Fra are zZz,=74:1 
FI az a FT oa @ 
x x 
e quindi 
Mr=FM + Fr=(a- T)}+- È, 
a a 
Me=FM—F'la4+ D)— 2, 
a a 
donde 


Mr=a=Mt, 


che è il teorema enunciato in quarto luogo. 


223. Siccome la terza proporzionale p— — dopo l’asse maggiore e l'as- 
a 


se minore chiamasi parametro dell’asse maggiore, così la terza proporzio- 
2 


2a ; . iso 
nale p'= x dopo l’ asse minore e l’asse maggiore dicesi parametro dell'asse 


minore. 

Ciò premesso, prolungando l’asse minore fino all'incontro in T' con la 
tangente TT’ del punto M, c la normale MN fino all’incontro in N’ con l’ asse 
minore : conducendo inoltre dal punto M la perpendicolare MP” sopra questo 


ba 
asse; i triangoli simili MPN, MPN”, MP/T' ela sunnormale NP= - (221), 


a 
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daranno per l’asse minore 


MP'.MP XY dy  pPY 


paz =T7-=—>=— 
la sunnormale N’P'= NP va ve =" 
a 
% VV si ba 
man Fa vai 
la normale MN°= — — = —____—_— VV 4° {ba 
NP bx b° “a bh ° 
a 
a IRA, a ci 
=p Vie = a Vr4dr è 
(MP)? a Da 5 b— y° 
la sotlangente TT= = —= _._.(_-r)= / 
o e] N'P' ay a Y b (d Y ) Y 
he 
MP'.MN' dB a 
la tangente Ma — _— P_——____—_ yer 
FIA N'|' a° y aîy' Db VESTE 
DE 
2 ai? 1 


2 rpvite=rn=lvr——- 4 
SE plly gv! cnr? (i [VIZI va 7 VETSP+Ay). 
Quindi 


be 2 
CT'—CP'4-P'T=y _Y 


b° 
= a donde y : b=d: CT 
Y 


come per l’ asse maggiore (220: 2.°). 


CAPO V. 


DELLA ELLISSE RIFERITA A SUOI DIAMETRI CONIUGATI. 


224. Nella ellisse ABA'B' (fig. 7/.°) pel centro C conducendo la retta MM 
terminata dall'una parte e dall'altra dalla circonferenza della ellisse , e la 
retta NN' parallela alla tangente MT del punto M terminata anch’ essa quinci 
e quindi dalla curva; abbassando inoltre dai puuti M , N le ordinate MP, NQ 
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sopra l’asse maggiore AA', i triangoli simili MPT, NCO daranno la seguente 


proporzione 
(MP)? : (PT) = (NQ)? : (CO). 
Quindi ponendo MP=u, CP_s, NO=u', CO=5, donde (215) 


Ue 
g= no (b_u ), 


Il 


bh? 
UPrasv a = (a’—s° ), (CP) 


pi 
net), 


Il 


E. 
(og == (@—?), (CO)? 


ed avvertendo essere (220) 


soda O ui (as) 
PT = noi 2/2 2 => 2 v) 
bis bb u°) $ 
avremo primieramente 
Wa 4 D 
al ui Db 
PAIS 2 12 47. 
ui: + (a __s ) $7, 


da cui ricaveremo 
ui (a'—s') 


12 
bu? 2 
ossia 
12/p2 2 2/32 12° 212 A?) bs' 
s°(6°— u°)=u(a? —s2), donde d°s°=au°, ed u=—, 
4 
In secondo luogo avremo 
h? (a° dar 8°) a 
2) 2\. 42 È 2 12 
— (a-s); > - ul: (lu 
a ( ) gs? h° ( Ì» 
da cui otterremo 
2 2X2 
: , . (als 
ao) n EL, 
Po 
cioè 
2 2 12 12 2 24 2,2 Di A 1 bs 
s°(6°—-u!)=u!?(a°—£), donde V's° uu", cd u'=—. 
a 
Adunque 
u Du us ds 
—==- =", € perciò — = — 
de I o 2° 


saranno cioè equivalenti i triangoli CNO, CMP. 
225. Ciò premesso . proponiamoci di trovare la equazione della 


ellisse 
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riferendo ciascuno dei suoi punti alle rette MM’, NN°, considerate come duc 
nuovi assi coordinati. Ritenendo Ja origine nel punto C, le coordinate di un 
punto qualunque S riferito a questi nuovi assi saranno SP'=Y, CP'=Y, Per- 
tanto a fine di trovare i valori delle coordinate ortogonali SH=y, CHI=» di- 
pendentemente da quelli delle oblique Y, XY, dal punto P' conduciamo le ret- 
te P‘K, P'L perpendicolare l'una e parallela l’altra all'asse maggiore AX', e 

2 2 
poniamo CM=a', CN=%/, MT=n, PT=m= 


. I triangoli simili MPT , 
SLP', ritenendo le superiori denominazioni, daranno 

MT(=1): MP(=u)=SP=}): spa. 

MT=n): PT(=m=SP"( Vs Pie DE 


n 


Similmente gli altri triangoli simili CMP, CP'K daranvo 


X 
CM=a): MP(=u=CP=V): PK= "2, 
a 
sX 
CM(=0): CP(=9= CIN): CK= n. 
Quindi 
SV mr 
a=CH==CK—}'L= _. sa seal i 


a 7) 
. UV uX YO_X 
y=SH=SL+"K= —-—b+—- uf — + — }. 
" a' "uo da 


Sostituendo questi valori nella equazione della ellisse 


otterremo 


preti 


a? n° na! h° 


SNO MY? QmsXVo @ /V°O N° 2VY 
— ul” na' 
2 


avv i che a=a = ‘i muferà pella seguente 
avvertendo poi che ga —S ms, questa si muferà nella segurnte 


# 


SATOMEN?O msb” o asvX? |, 


TU, 


fi "i nî vi ° 
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ovvero 

x? y: 

(4) + (pm) =e?. 
a n 
a? Li sa m 
Ma (220: 2.°) stm=CT= a è perciò (ma = , e(s+m) == 
i A essendo per la equivalenza dei triangoli CNQ, CMP_ (224) 
nîso  D 


CNQ: MPT=(CN}?: (MT? =CMP: MPT=CP: PT, 


donde 
(cNp=b= (MT}CP__n°s 
i 7 
Adunque la cercata equazione sarà 
I° Y? 
seria 


alla quale senza la menoma difficoltà si farà prendere la seguente forma 
2 12 2 , dî 
2 £ na 2_y? 
pes 73 (a'?"—X?), ovvero l’ altra A°= E (b°_Y). 


Queste equazioni sono perfettamente simili alle equazioni (1), (2) del nume- 
ro 215. Donde conseguita essere le MM’, NN’ due diametri coniugati , i qua- 
li scambievolmente si secano per metà nel centro C, ed uno di essi, per esem- 
pio MM', dividere per metà tutte le corde SS', ss',.. . parallele all’altro NN'. 
226. Le relazioni trovate sopra fra le antiche coordinate ortogonali x, y © 
le nuove oblique X, Y potevano eziandio dedursi dalle formole generali (135: 2.9) 


a=zc4+-X cos (Xx) + Y cos(Ya), 
y=d+X sen (Xx) tYsen(Ye}), 


avvertendo essere qui c—d=0, e 


_ Ps 
cos (Xx)=cos ACM= To an; 


a 


PT 
cos (Ya)=cos ACN=—cos CIM= — a -, 
MP_u 
en (Xxj= Me <=—Z46 
sen (Xa}=sen AC cn di 
Poe MP_u 
sen (Yx}=sen ACN=sen CIM = rr =7* 


MIT n 
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227. Abbiamo (224) 


b°s!? alu!? 
2 pu (VITTI D) VAI 
bu, = 


uz 


al 
donde 
ut+u”—b?, 545! =a?, e perciò U4S+u+s=a'_ Pb —-a°+3?, 


Quindi nella ellisse la somma dei quadrati di due diametri coniugati agguaglia 
la somma dei quadrati dei due assi, 

228. Conduciamo ora la corda MN, la superficie del triangolo MCN 
sarà (224) 


I tà ti , 
PMNQ—CMP—CNQO= (tu) (Ge) went _ us ws _ 
2 oto 
__ au pel _ au+6s ab ab 
26 2a 2a dad 2° 


Adunque 2MCN—-CMDN—=ad , e 4ACMDN=DEFG=2a.2b. Quindi tutti è 
parallelogrammi circoscritti alla ellisse sono in superficie uguali fra loro ed al 
rettangolo degli assi. 
229. In qualunque ellisse possono condursi due diametri coniugati uguali. 
Si abbassi dal punto M sopra il diametro NN' la perpendicolare MR, € 
pongasi l'angolo MCN'=£; si avranno (227. 228) 


a'?+-b!—a°-4-b?, CMDN=CN. MR—a'0'sen Bab. 
Supponendo ora a'=b', si otterranno 


12_.22 Th? 12 
2a'”=a°4-b°, a'? senB—ab, 


a +-b? ab 
d=+Af =). , sen = si 


i quali valori non potendo risultare mai immaginarii, provano ad evidenza la 
verità della enunciata proposizione. 

Per trovare poi il valore di CP=s corrispondente al sistema dei diametri 
coniugati uguali, abbiamo 


donde 


a +6? } db alb? 
TANO, 2__12 2 223 2 
3 saluto =db vs a SLA 7 Lat 


da cui sì ricaverà 
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Questo valore è indipendente dall'asse minore BB'=25; lande la ordinata PM 
corrispondente a questo valore, determinerà i diametri coniugati uguali in 
tutte quelle ellissi che hanno comune l’asse maggiore AA'—2a. 

230. Possono ora risolversi i seguenti problemi. 

Probl. 1.° Dati è due semiassi , trovare due diametri coniugati, è quali 
contengano un angolo dato. 

Ritenendo le superiori denominazioni, abbiamo (227. 229) 


ab 
al 4 b—a+0? , ab'= = sa 
] 
Quindi 
ea sii, 2ab 
Va'46-42a!0'2a'4- v=nf dp 
sen 
Zab 
DI 2 9 MICHI di RESA de eni 
Valli? V°- =a'—L =A/ (« AD Da) ? 
e perciò 


, ? 3 Qab ab 
dal &/ (4047 s° ) + NG +6? de ; 
Zab «ia Za 
VINES VG ++ a -yf(c4i ns)” 


A fine poi di determinare ta direzione di questi diametri , basterà deter. 
minare l'angolo che uno di essi, per ese:?; nio MM", fa con l'asse maggiore AA', 
Vangolo cioè ACM che ponzo =c. Nel triangolo CMT essendo l angolo 
CTM=—3, sarà (62.220: 2. w 


a° a'senB 
un(@—3} aten: CI= TRENI} 
V 
donde 
sen(E—S) < 
cp feno) == a'cosò. 


a'sent 


Per la qual cosa, sarà (53: (13)) 


al’ sengcosì=@?sen(B—-T) = sen pensò —W'cosprenò, 


ossia 
ad-a!? 
TT ne usò =cosfseuò 3 
a 
e perciò 
ala" __ (eta (aa : 
tungd = —-— lang? : tanoj: 


(CRI (Cal 
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ta . 2ab Da 
È qui non sarà fuor di proposito il notare che avendosi £°° =4+0, i due 


seng 
diametri 2a', 22‘ risulteranno uguali , e sarà 
, D 2 
ip V2a* 4-20? ve 0° = 2ab 
dh = Cee 37; Supoze—— 
2 DT a'4-06?° 
i 2ab <Q: ala va 
come sopra (229), ma se E > +0", le espressioni dei succennati dia- 
seu 
metri risulteranno immaginarie, dal che siamo avvertiti non potersi ottenere: 
9 
i ; ; l 2ah 
due diametri che contengano un angolo, del quale il seno sia < Tp 
di 


Probl. 2.° Dati due diametri coniugati con l'angolo dai medesimi contenu- 
to, trovare i due semiassi, 
Essendo 
dt a? 407, ab b'sen?, 


si avranno 
VaFbO+2a = ad = VPI Ve, 
Va4b—2ab = ab = Va't=Za b'seng, 
e quindi 


a= 5 Va4 pda i sent atri Va+ 2a Wseng, 
dirt ——  1___——__—_—______ 
in” Va Pipa biseng #1, Val +! —2a'l'seng. 


Siccome poi non si ha mai a! + di! 2a b'sen sercio i trovati valori di & € 
Pi 
st manterranno sempre reali, qualungue siero i semidiametri a,b, e qua 
lunque sia l'angolo ? dai medesimi contenuto. L'ansolo è, da cuiresta deter= 
500 { ’ 


minata la direzione degli assi, si detceminerà cone sepra nel problema primo. 
Len) 3 , 
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CAPO VI. 


DELLE PRINCIPALI PROPRIETA” DELLA IPERBOLA. 


231. La equazione della iperbola (199) 


2 


y= © (0° —a?) 


e quindi per i differenti punti (x',y"), (0, y"), (e, y/),... della medesima 
curva si avranno 


b? b? b? 
yP= mi (a'+a)(a'—a),y'°= = (2 +a) (2! —a),y" = (ea)! a)... 
a 


donde 


12 12 


Y Y 


n 


3312 


-_ a” y 


(Fa) (ea) 'Pa)e'a) (eta) (ela) 


Per la qual cosa , nella iperbola i quadrati delle ordinate MP ( fig. 75.°) sono 
come i rettangoli contenuti dalle corrispondenti ascisse A'P, AP contate dai ver- 
tici A', A. 

232. La succennata equazione della iperbola può eziandio disporsi nel- 
la seguente guisa 


TE CC. 0060 


2 a’ 2 2 
= aly), 


prendendo le y nella retta DD' parallela alle ordinate MP dal punto medio € 
del diametro AA' ; si deduce da ciò che tutte le rette EE’ parallele al diametro 
AA' e terminate alle curve opposte KAK', kA/k' sono secate per metà dalla 
retta DD', la quale per conseguenza è essa pure un diametro della iperbola. 

233. Nella ellisse i diametri coniugati terminando dall’ una parte e dal- 
l’altra alla curva, sono lince determinate: ma nella iperbola ciò può dirsi del 
solo diametro AA' (=2a); imperocchè |’ altro DD’ in niuna parte incontra la 
curva, corrispondendo al punto medio C del diametro AA', dove x=0, la or- 
dinata immaginaria y=-+-5V=1. Per conservare però una certa analogia con 
la ellisse si prende CB—CB'—b, e BB'(=20) dicesi diametro secondario 0 con- 
iugato , a differenza dell'altro AA' che chiamasi primario o trasverso. 
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Le coordinate x, y Je prenderemo dapprima ortogonali, nel qual caso i 
diametri AA', BB' diconsi assi, AA’ trasverso, BB' coniugato ; e poiché i cal- 
coli che hanno a farsi per venire in cognizione delle proprietà della iperbola 
sono perfettamente simili a quelli che già si sono fatti per la ellisse, perciò sa= 
rà sufficiente all’ uopo il solamente accennarili. 
234. Vogliansi nell’asse AA’ determinare quei punti per i quali passa la 


2 


26 
doppia ordinata 2y= » Dalla equazione 


Si 
y= n: (e a), 


1,2 


b : 
ponendo y= osi ha 


bi bo 
gra t 


donde si ricava r=4+-y/a7 #7". Se dunque dal punto © come centro, e con un 
raggio uguale alla distanza fra il punto B ed il puoto A, si descriva un cerchio 
questo segnerà nell’asse trasverso AA’ prolungato i punti F ed F' che saranno 
i punti richiesti, 

Come nella ellisse , così nella iperbola il punto C dicesi centro ; la dop- 


; 26: è cop 
pia ordinata — dinotasi con la lettera p, e si chiama parametro dell'asse AA'; 
a 


la quantità Ya"+3" =CF=CF' si rappresenta con la lettera e , ed appellasi 
eccentricità; finalmente i punti F, F' diconsi fuochi della iperbola , e le rette 
FM, F'M che da questi fuochi si conducono ad un punto qualanque M della 
curva si chiamano raggi vettori del punto M. 
235. La differenza dei raggi vettori che ad un punto qualunque della iper= 
bola si conducono dai suoi due fuochi, agguaglia costantemente l’asse trasverso. 
Nei triangoli rettangoli FMP, F'MP 


(EM = (MP) + (FP)?, (F'M)? = (MP) + (FPPP, 


ossia , chiamando z, z'i raggi vettori FM, F'M, 


Vo. ; 24 . ex 7 
a = (e -a)+e—ef= — e Ze +e ——2er+a?, 
i : 
su LSP , +0 ex” . 
a # (a-)+e+te= a LX 4Dexte L= 7 + 2ext+a?, 


donde 
ex 

a, s'=— +4, e 3'—s=22aZAA'. 
a 
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236. Da siffatto teorema deducesi che ove una verga rigida sia circolar- 
mente verlibile intorno ad un suo estremo, ed un filo flessibile men lungo di 
essa stia legato con un estremo nell'estremo mobile della verga e con 1° altro 
estremo in un dato punto del piano ov'ella si aggira, la curva descritta in que- 
sto piano da uno stiletto che all'aggirarsi della verga si spinga d'accosto ad es- 
sa per manlenervi sempre teso il detto filo , sarà una metà della iperbola. E se 
il centro di rivoluzione di questa verga si trasporti all’ estremo immobile del 
filo, e questo punto in quello si trasloghi, si potrà col medesimo meccanismo 
descrivere I’ altra metà della iperbola. I due centri di rivoluzione che ha la 
verga nel descrivere sì l'una che l’altra delle due metà della iperbola, saranno 
i fuochi di questa curva. 

937. Nella iperbola la sottangente di uno qualunque dei suoî punti è come 
nella ellisse, quarta proporzionale dopo l’ascissa del punto di contatto , e le di- 
stanze della ordinata dai due vertici dell’ asse trasverso, 

Facendo nella iperbola quella medesima costruzione che sopra nel nu- 
mero 220 fu fatta nella ellisse, e ritenendo le medesime denominazioni date 
in questo numero alle rette Mo, mn, dalla considerazione dei triangoli simili 


MP, Mmm si avrà 


+ b° î i 
Ora pel punto M avendosi y°= i x°—b?, pel punto m si avrà (y—a) = 


0° Lux b° 
= (a—-6) —d?, e quindi 2a —-5) =2£ è (e È ), donde 


% ,, 0 
sy Sf — 

B gf 5 44 9 
— = Glta ‘i 
ao bd __P ) P 
te = Pu 

2 2 


Per la qual cosa, supponendo che il punto m sì avvicini continuamente al 
punto M fino a coincidere con esso, nel qual caso a=L=0, Mi si confonde con 
la tangente MT, e PI diviene uguale a PT, si otterrà la sottangente 


n -—_ 
L=] pan] 


x € CP 


PT ay ad (c+ax—a) A'P.AP 
o ba 


Adunque 4.° Ad un qualunque punto M della iperbola potrà agevolmente con- 
dursi la tangente trovando prima la quarta proporzionale PT dopo CP, A'P, 
AP, e poi congiungendo il punto M col punto T. 

2. La distanza del centro dalla tangente contata nell'asse sarà 


xeTa° a 
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cioè, come nella ellisse, terza proporzionale dopo l’ascissa del punto di con- 


tatto ed il semiasse trasverso. 
3.°I raggi vettori del punto di contatto staranno come le distanze dei 


fuochi dalla tangente contate nell’asse. Imperocché queste distanze sono (235) 


FT=PTT—FP= LARn —(a-y=l 1 Ge alz=-5, 
L 
ax alex a 
FI=FP_PT= aa seu 
x +(e40) z\ a +4) v ’ 
donde, come nella ellisse, 
FT: F'T=::; #=FM: FM. 
4.° Finalmente 
"a? (a AP.AC 
AT=PT —AP="_l lega aja _ AP.AC | 
CP 


. _ Pa i (c4a)a  A'P.AC 
A'T=A'P-PT= a +(x lb ara) e € 7? 


cioè la distanza del vertice A ovvero A' dalla tangente contata nell’ asse é, co- 
me nella ellisse , quarta proporzionale dopo l’ascissa del punto di contatto ; la 
distanza dello stesso vertice dalla ordinata , ed il semiasse trasverso. 

238. Nel triangolo rettangolo MPT si ha (237. 234) la tangente 


battenti _ | OI I wr 
MT= VMPP+PT) si È Vbix 4 aiy? deg Vea Vea —a'). 
Li 


Dippiù, conducendo la normale MN, il triangolo rettangolo NMT da (234) la 
sunnormale 

PI a 2a 
equindi l’altro triangolo rettangolo NMP darà (235) la normale 


MN= VIMPP+ NP} = A Va'y bia = V dune 


Ugo di cu, pn 
—-Vi=- V2a+= = Vi 2a. 
a a a 


Vea ex ie 
239. Dal detto ora sarà ON=CP +Nl=x+ 2 27 re quindi(237:2.) 


mf 


ex a 
NI=CN-CT= —-——-= => 


a % 2 
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la distanza cioè della normale dalla tangente contata nell’ asse é nella iperbola , 
come nella ellisse, quarta proporzionale dopo l'ascissa ed è raggi vettori del pun- 
to di contatto. 
Dippiù avremo 
2 


FN=CN—CF= DI = 


e5 
“3 
a 


9; LI 
PIN-CN4+CP= E +e 2. 
a 


240. La direzione della tangente seca in due parti uguali l'angolo dei rag- 
gi vettori del punto di contatto. 

Infatti nel triangolo FMF' la tangente MT seca il lato FF' in parti pro- 
porzionali agli altri lati adiacenti FM, F'M (237: 3.°). Adunque per la Geo- 
metria (350*) sarà l'angolo FMT=F'MT. 

Si deduce da questo teorema che per tirare la tangente ad un qualunque 
punto della iperbola, basterà dividere in due angoli uguali l'angolo dei raggi 
vettori del dato punto. Inoltre prolungando verso I il raggio vettore FM, sarà 
l'angolo F'MT uguale all'angolo IMT' opposto al vertice. Ma l'angolo F'MT= 
—FMT. Adunque sarà l'angolo FUT=IMT", € conseguentemente ancora l’an- 
golo FHN—-IMN. 

2/1. Conducansi dai fuochi F, F' e dal centro GC le rette Fq(=9), 
F'q'=q'), Cq''(=y") perpendicolari alla tanzente MT; quindi dal punto N, do- 
ve la normale MN incontra l’asse, le perpendicolari Np , Np' ai raggi vettori 
FM, F‘M; e finalmente per C si tiri la retta Cr'r, la quale sia parallela alla tan- 
gente ed incontri in r ed r' i raggi vettori. Ragionando come nel numero 222, 


dalla considerazione dei triangoli simili NMT, FqT, F'q'T, Cq'T, e perchè 


LU 


b 53 în 108° 
MN=n=- V2 (238), ed NT= — = Tim (239), troveremo primieramente 
a L 
(237: 2.° 3.0) 
bg bd, _® 
e 7 an 19? 
donde 
. b?5 ps 2g! p3' 
—h° —qq' = SE ZI=7. 
nq =b =9I > ed n= po 2a aq' 2y' 


In secondo luogo per mezzo dei triangoli simili FMP, FNp; F'MP, F'Np ot- 
terremo (239) 


[A € 
Fil tea) Phi dd 
P a e), Pe €}, 
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e quindi 
e 


FM-—Fp=Mp= © —a, Py—FM=Mp'= È —a, 
a 
per cui sarà (234) 


Mete 
a 


Finalmente dalla somiglianza dei triangoli FMT, FrC ; F'MT, F'r'G avremo 
(237: 3.9) 
Fr= £ pipi A 
a 
e quindi 
Mr=Fr—FM=a=F'M—F'r'=Mr!. 


Adunque per la iperbola avranno luogo quei medesimi teoremi che sopra nel 
citato numero 222 dimostrammo aver luogo per la ellisse. 


CAPO VII 


DEGLI ASINTOTI DELLA IPERBOLA , E DELLE PROPRIETA DI QUESTA CURVA 
RIFERITA AGLI ASINTOTI, ED AI SUO1 DIAMETRI CONIUGATI, 


242. Quella linea retta a cui si avvicina continuamente una linea curva 
senza mai poterla incontrare, quantunque e luna e | aitra si suppongano 
prolungate all’ infinito, dicesi asintoto della medesima curva. Qualche volta 
la parola asintoto si applica ad alcuni rami di curve, i quali pure pon pos- 
sono incontrarsi, quantunque continuamente si avvicinino gli uni agli altri 
all’ infinito. Così, gli asintoti possono dividersi in retti e curvi; ma la parola 
asintoto quando non le si dà un significato diversamente determinaio, non 
indica che una linea retta (*). 

243. Ciò posto, pel vertice A (fig. 76.°) dell'asse AA’ della iperbola 
conducasi la retta HH parallela all’ asse coniugato BB', nella quale si pren- 
da AH=AH'=d. Pel centro C e per i punti I, Il' si tirino le rette indefinite 
CG, CG', le quali si prolunghino verso L ed L'. Si esprimano con U le ordì- 


(*) La natura degli asintoti non può essere che difficilmente concepita da quei che poco s° intendo» 
no delle costruzioni dell’ aita Geometria. E per verità come comprendere che due linee possano avvici- 
narsi indefinitamente senza mai toccarsi, 0 coifcidere, o anche secarsi. Questo mistero però si renderà 
a nvi chiaro e con grande agevolezza ove ci faremo a diligentemente csaminare o la generazione della 
concoide (156), di cui l' asiutoto è la direttrice , 0 la generazione della cissoide (157) , di cui 1’ asintoto 
€ la retta che ad una distanza =24 dalla origine delle coordinate si conduce perpendicolarmente all'asse 
delle ascisse , 0 finalmente la costruzione di quel ramo della logaritanica (160 ; 5,%) che corrisponde al- 
VP asse negativo delle ascisse , del qual ramo l’ asintoto è questo stesso asse, 
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nate ortogonali OP della linea retta CG , e con x le corrispondenti ascisse CP 


, sarà 


H 
comuni a questa retta ed alla iperbola. Siccome tang (HCA)= ei 


(137: 1.°) per conseguenza 
b 
U=-x 


a 
la equazione della retta CG, Ora è sempre 


b bi spet 
72 — 0° 3 


adunque ancora U sarà sempre maggiere di y , cioé OP sempre maggiore di 
PM. Per la qual cosa, la retta GG si estenderà tutta fuori del ramo AK' della 
iperbola. 

Dippiù essendo 


, \ b Cori) b am =] 2 
(U+y)(V—y)= 1a (4Y-).7 (v—Va'—a')=b", 


si avrà 

2 

l'—y= ua 
Ma facendo crescere x in infinito, cresce pure in infinito la somma V+y; 
adunque , crescendo x in infinito, diminuirà in infinito la differenza V—y= 
=0P_MP_=:0M, e conseguentemente il ramo AK' della iperbola sempre più 
si accosterà alla retta CG senza però poterla mai incontrare; e perchè lo stes- 
so si dimostra del ramo AK per rispetto alla retta CG’, e dei rami A'k, A" 
per rapporto ai prolungamenti CL, CL' delle CG, CG', perciò ie due rette 
GL, G'L' saranno (242) asintoti della iperbola. 
Intanto dalla equazione 


(U+y)(U—y)=M0'.M0=b° 


si rileva il seguente teorema : che cioè il semiasse coniugato è medio propor- 
zionale fra le distanze di un qualunque punto della iperbola dagli asintoti , 
prese queste distanze parallelamente all’ asse coniugato. 

244. Dal vertice A si conduca la retta AE parallela all’ asintoto CG' ; 
i triangoli HAE , ECA risulteranno isosceli. Infatti essendo simili i triangoli 
HAE, HH'C si avrà la proporzione 


HE: EA=HC: CI. 


Ma HC=CH" ; dunque sarà HE=FA,, ed il triangolo HAE isoscele. Ma è pu- 
re isoscele il triangolo ECA. Imperocchè essendo l'angolo HCA=H'CA, e per 
le parallele EA, CH' avendosi l’angolo ICA=CUAE; sarà per conseguenza 
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l’angolo HCA—=CAE. Nel triangolo adanque ECA gli angoli adiacenti alla 
base CA sono uguali, e perciò questo triangolo è isoscele. 

Ciò premesso , vogliasi riferire un punto qualunque M della iperbola agli 
asintoti CG, CG' considerando il primo come asse delle ascisse, ed il secon 
do come asse delle ordinate. A tal fine, dal punto M conducendo MQ paral- 
lela a CG/, ponendo AE-HE=CE=P , CQ0=!, MO—, e dal punto M ti- 
rando MN parallela all’ asintoto CG perchè si abbia CO—MN= , i triangoli 
simili HAE, OMOQ , MON daranno le proporzioni 


MO : AH=MO : AE, MO’: AH=MN: HE 5 
donde 


MO.MO' : (AH?°—MO.MN: AE.HE, ossia MO.MO': =: P?, 
Ma MO. MO'=b°. Adunque «t=P?. Ora dal punto E conducendo le FR , ER' 


perpendicolari rispettivamente alle CA, AH, si avranno 


1 1 1 1 
ER=RA=- AH=- 8, ER=-RA=- CA— - a. 
R=R iù 5 3CA gia 


e quindi 
(cepapo= TÈ, 
4 
Adunque sostituendo, otterrassi 
a+? 
vi== bu ei 


per Ja equazione della iperbola riferita agli asintoti per mezzo delle coordi- 

nate t, 1. 

OL è ; i 

È =7 (234) è ciò che chiamasi la potenza della 
1 


Il quadrato P° — 


iperbola. 

245. Se due parallele SS’, ss' (fig. 77.°) terminate dall’ una parte e dal- 
l’altra agli asintoti CG, CG' sechino la iperbola KAK', la prima nei punti 
N, M' e l’altra nei punti n, m'; per i puoti M', m° conducendo le rette 00', 00° 
perpendicolari all'asse e terminate agli asiototi ; dai triangoli simili O'M’S', 
o'm's'; OSM', osm' si otterranno le seguenti proporzioni 


M'S' : m's'=M'0' : m'o', M'S: m's=M'0 : mo, 
donde 
M'S'.M'S : m's'.m’s—M'0'.M'0 : m'o'.m'0. 
Ma (243) M'O'.M'O=m'0'.m'o=b?. Adunque 


MS'.M'S=n'S 5... (1). 
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Nella medesima guisa , conducendo per i punti N, n le perpendicolari 00’, qq' 
all'asse, per mezzo dei triangoli simili NS, qns; O/S'N, q's'n si dimostrerà 
eziandio 


NS.NS'—ns.ns'.... (2). 


Or le uguaglianze (1), (2) debbono evidentemente aver luogo qualunque sia 
la retta NM'; per la qual cosa, supponendo che i punti N, M' coincidano in un 
sol punto R, ciò che ha luogo allorchè, svanendo NM’, la linea SS' diventa TT' 
tangente nel punto R, si otterranno 


RT'.RT—=m's'.m's, RT.RT'=ns.ns", 
per cui sarà 


m's'.m's=ns.ns', cioè m's'(m’n+as)=ns(m'n+m'3'), 
ossia 
m's'.0/n+m's’.ns—ns.m'n-+-ns.m'5'. 


Togliendo dall'uno e dall’altro membro di questa ullima equazione il termine 
m's'.ns, resterà 
m's'.m'n—ns.m’n, ossia m's'—-ns. 


Quindi il teorema: allorchè si prolunga una qualunque corda della iperbola fino 
agli asintoti, risultano uguali fra loro i segmenti della medesima compresi dal- 
l'una parte e dall'altra fra gli asintoti ed è rami della curva. 

246. Dal detto si ba pure RT=RT', e quindi dal punto R conducendo 
all’asintoto CG'la RE parallela all’altro asintoto CG, i triangoli simili RT'E, 
TT'C ci dimostreranno CE=ET'. Adunque la tangente ad un punto R della 
iperbola si ha pure conducendo RE parallela all'asintoto CG, quindi nell’altro 
asintoto CG' prendendo ET'—CE, ed infine congiungendo i punti R, T' con la 
retta RT”. 

247. Ora dal centro C conducendo primieramente pel punto R di contatto 
la retta indefinita CR e poi la Cd anche indefinita e parallela alla tangente TT‘, 
proponiamoci di trovare la equazione della iperbola riferendo uno qualunque 
dei suoi punti, per esempio N, alle rette RCR', dCd' per mezzo delle coordi- 
nate CI=X , NI=Y. A tal fine pongasi CR=a', Ch-RT=RT'=Cb'=b'; nei 
triangoli simili CRT, CIS avremo a':0'=X:1S, e negl’ altri CRT, CIS' a':b' = 


b' 
=X:1S', donde IS=IS'= di X, e quindi 


v v' 
NS=IS-NI=-= XF, NSI=IS'4+NI=- XY. 
a a 


Ma (245) NS.NS'='RT)°. Adanque 


v be Au 
(- xr) (G v4r)=s 
a a 


a 
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Ovvero ancora 
12 


2 IV 


n 


sarà la cercata equazione, alla quale senza veruna difficoltà si darà la forma 
al? 
g0N fa a 12 3; 7’ Ri pi 12 72\ 
t= 7 (A°-a"), ovvero l’altra X2= PE ALA, 


Queste equazioni poi perché del tutto simili alle altre esposte sopra nei nume- 
ri 231, 232, mostrano ad evidenza essere le RCR', DCL' due diametri coniu- 
gati, i quali scambievolmente si secano per metà nel centro C, ed uno di essi 
dividere per metà le rette parallele all’altro e terminate dall'una parte e dal- 
l’altra alla curva. 

Inoltre, se pel punto R' si conduca tl parallela alla tangente TT sarà tW{ 
tangente alla iperbola nel puoto k'. Laonde, prendendo R'=R"=RT, e con- 
giungendo i punti t, T; UV, T' con le rette (IT, UT”, la figura TUT! sarà un 
perfetto parallelogrammo, il quale toccherà la curva nei punti R a R', e per 
lati avrà i diametri coniugati 2a’, 24/, 

248. Dai punti T', b' conduciamo sopra l’asse trasverso le perpendico- 
lari T'U,b'V, quindi dal punto R la corda Rr perpendicolare eziandio all’asse 
nel punto X, e finalmente le RY, TZ perpendicolari rispettivamente alle T'U, 
Rr. Ciò posto, i triangoli rettangoli Cb'V, RT'Y, TRZ saranno evidentemente 
simili ed uguali. Ponendo adunque 


CX=s, RX=u, CV=RYV=TZ=5, b'V=-T'Y-RZ=w ; 


e ritenendo le superiori denominazioni, dai triangoli simili CT'U, CH'A avre- 
mo la proporzione 


TU(=upu) : CU(=5+s8)= : «a, 
e quindi la equazione 
aut-au'—bs+bs'. 
Inoltre dai triangoli simili T'RY, RWX otterremo 
TY(=u) : RY(=s =RX(=v) : WX, 
donde (237) 
usa qu i Quu' 


Wa: eri = Ù ni Ds 4 ed «= 


b°s 


iù i) ; datano 
Sostituendo questo valore di ' nella equazione autau—=ds4-b5' , si trovera 


; uu! 
aispclsd a i 
hs 
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dalla quale si dedurrà 


dec la; , pera; 
bs. bst-au.au'—au.bs—au'.bhs=0 , 


| ovvero ancora 
(bs—au)(bs—au)20. 


Ora a siffatta equazione non può soddisfarsi col supporre bs—au=0, perchè 
se ciò fosse, si avrebbe bszzau, e quindi a: db=s: u, ossia CA: H'A=CX: RX, 
la quale proporzione, per non poter mai il punto R trovarsi nell'asintoto CG' 
(243), è assurda. Dovrà dunque necessariamente essere bs—au'=0, ossia 


bs=au'....(1). 
Ma se bs=au', la equazione autau'—bs+bs' darà 


bs'-au... . (2). 


Adunque 
us=uls' .... (8). 


Premesse tutte queste cose, è chiaro 1.° che i triangoli CRX, CL'V sono equi- 


Us u!s! 


valenti, poichè dalla equazione (3) si ha Cal 


2.° Che il parallelogrammo TUT che ha per lati i diametri coniugati 
2a', 20' è equivalente al rettangolo che ha per lati gli assi 2a, 20. Infatti , 
congiungendo Rb', sarà per ciò che si è detto ora (1.°), per le equazioni (1), (2), 
(3), e per la equazione della iperbola b’x°—a?y?=a°d° (231) 


1 1 
Cb'R= 3 CbT'R=VI'RX= (b'V+RXCX—CV)= 


1 1 
(ut) i (ustpr's—us'—u's)= 3 (u'sus')= 


1 /bs auf _ bosa ab ab 
(ED) = 
Laonde 
CbLT'R_adb, è 4CL'T'R=THWT'—4ab=2a.20. 


3.° Che la differenza dei quadrati dei due diametri coniugati agguaglia 
la differenza dei quadrati degli assi. Imperocchè dalla equazione (1) e da quel- 
la della iperbola (231) si ba 


, b> . b? al 
u=a = °F (0+w)=0+u", donde u”—w=0"; 
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come pure dalla equazione (2) e da quella della iperbola (232) s1 ottiene 
a a dv 
SEG EP (—a)=s—a?, donde s°—s'"—a?. 


Adunque sarà 
a-b=(+ (84 —={(CRY°—(Ch'Y)—a”—b"?, 


Si deduce quindi che nella iperbola equilatera, in quella cioé nella quale 
gli assi 2a, 20 sono uguali, anche i diametri coniugati 2a", 20’ risulteranno 
mai sempre uguali. 

249. Risolviamo ora i seguenti problemi. 

Probl. 1.° Dati è due assi della iperbola, trovare nella medesima due dia- 
metri coniugati è quali contengano un angolo dato. 

Dinotiamo , come sopra, con 2a, 20 i dati assi, e con 2a’, 2% i dia- 
metri coniugati che si cercano, dato essendo il loro angolo £. Abbiamo 
(248: 2.° 3° °) 

a'b'sen fab, a'°—b ab, 
dalle quali equazioni si verrà agevolmente in cognizione dei semidiametri 
a', d'. A fine poi di determinare la direzione di uno dei diametri, per esem- 
pio 2a'—RR', cerchisi l’angolo Î=RCA che questo diametro fa con l' asse 
AA'. Per siffatta ricerca il triangolo CRX darà RX—a'sen 6, e siccome dalla 
equazione (2) del numero precedente db: a=u: s=RX : CV, perciò starà 
db: a=a'sen è : CV, donde 
U 
CV= 2. =2b'cos(f +6). 
Quindi si avrà primieramente 


aa' 


ria è=c0s\P+d)—c0s 2 cos ÎT-sen E sen a, 
e poscia 
aa'tang dbb'cos B—bb'sen B tang è , ossia (aa'4-bb'sen £) tang è—=bb'cos B. 
a'b'sen B 
b 
bb'eos B Weot E 
aa'+bb'sen ET a'’+6” 


da cui, ove si rifletta essere a== , Si otterrà finalmente 


tang è= 


Probl. 2.° Nella iperbola dati i diametri coniugati, e l'angolo dai medesimi 
contenuto, determinare la quantità e la posizione degli assi. 
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Le formole 
bcot B 


12 12. 2 2 I); Dee dt 
a—b—a 0, a'b'sen Bab, tang î= REALI, 
a 


risolveranno pienamente il proposto problema. 

Ma nella iperbola un tal problema può risolversi con assai più di sempli- 
cità nella seguente guisa : per una delle estremità R del diametro trasverso RR' 
conducasi la TT’, la quale faccia col prolungamento RI del diametro | ango- 
lo IRT'=£: prendasi quindi RT-RT'=b', e congiungansi i punti C, T, T' con 
Je rette CT, CT’, le quali saranno gli asintoti : finalmente dividasi per metà 
Y angolo TCT' con la retta CA, che secherà in A la curva, e pel punto A_ per- 
pendicolare a CA si conduca HII'; esprimeranno le rette AA', FIN! in quantità 
ed in direzione gli assi cercati. 


CAPO VIII. 


DELLE COORDINATE POLARI, E DELLE EQUAZIONI DELLE CURVE CONICHE 
RIFERITE A COORDINATE POLARI. 


250. La posizione dei punti M (fig.78.°) di una data curva piana LL' 
suole dai Geometri definirsi ancora per mezzo della linea retta AM e dell’an- 
golo che questa retta fa con l’asse AX delle ascisse o con l’altro AY delle or- 
dinate. 

Pongasi AM==5, e l'angolo MAX=%, nel caso delle coordinate AP=x , 
MP—y ortogonali, dal triangolo rettangolo AMP si otterranno le seguenti equa— 
zioni 

x5 C08 ®, Yz Sen 0. 


La quantità 5 chiamasi raggio vettore del punto M, e le due 2, @ appellansi 
coordinate polari del medesimo punto M. Laonde con le superiori equazioni 
risolveremo il seguente problema : data la equazione di una curva piana fra le 
coordinate rettilinee ed ortogonali x , y, trovare la equazione della medesima 
curva fra le coordinate polari z, ©. 

951. Sieno AQ=r, PO=y, MP=s (fig. 79°) le coordinate ortogonali di 
un qualunque punto M di una data superficie ; se dalla origine À degli assi si 
conduca la retta AP alla estremità P della perpendicolare MP, invece delle 
coordinate #, y, potremo far uso degli angoli PAX, MAZ e della retta AM 
per determinare la posizione del punto M. Per la qual cosa dovrà prendersi 
l'angolo MAZ da 0° fino a 180°, e l'angolo PAX da 0° fino a 360°. 

Pongasi la retta AM—$, l'angolo PAX, e l'angolo MAZ=8 ; saranno 
iii APsen @, così i valori delle coordinate x, Y» 5. Ma AP=Ssend. 
Quindi 


a=tsen 0 cos o, y=l send sen @, = cos 6. 
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Anche qui la quantità { chiamasi raggio vettore del punto M, e le tre, 0, 6; 
diconsi coordinate polari del medesimo punto M. Delle tre ultime equazioni poi 
si fa uso per risolvere il seguente problema: data la equazione di una super= 
ficie fra le coordinate rettilinee ed ortogonali x, y, z, trovare la equazione della 
medesima superficie frale coordinate polari €, @, 0. 

252. Proponiamoci ora di trovare le equazioni delle sezioni coniche ri- 
ferite a coordinate polari, 

Nella parabola le coordinate polari =, c sono pel punto M (fg. 69.) il 
raggio vettore FM e l'angolo AFM; laonde dal triangolo rettangolo FMP si 


avrà (203) FP=rx— 7 =s cost80°—)——s3c05 ©, e quindi s=i —_ 50080. 


Sostituendo questo valore di x e quello di y che è 3 sen e, nella equazione 
della parabola 


y°=pa, 
si otterrà (52: (5)) 
Wi, 


; P 
ssen'ez= 7 P3008 ©) 


donde 
bA pd 
p 2 » Î 
=> — ps cos 0+="cose= 3 73008® ) , 
4 2 
e conseguentemente 
P 
3= 355008, 
RISI 9/00 n 
ossia (54: (25)) 
PORRE: N 
line — 
2(14-c0s @) 24 
4 cos 3° 


sarà la cercata equazione polare della parabola. 

Nella ellisse e nella iperbola le coordinate polari z, co sono pel punto M 
(fig. 73.° 75.°) il raggio vettore FM e l’angolo CFM, per cui nell’una e nel- 
l’altra curva saranno 


q—e=3 c08(180°—a), y=s sen(180°—), 
donde 


AZOE C08 0, Yy=G sen e, 
Sostituendo siflatti valori di x ed y prima nella equazione 


ora 
y= al?) 
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della ellisse, otterremo (217) 


2 


ssen'o= # (a'—e°4+-2e3 cos @—3°c0s 
2 
=F# (b°+-2ez cos o—5°c08° 4), 
donde 
al? —b'4-20°es cos e+-e2°cos'0o=(6°-pes cos @), 


e conseguentemente 
az=b°+-e3 cos @, 
ovvero 
b° 


SE ? 
Ae C08 W% 


sarà la cercata equazione polare della ellisse. 
Sostituendo poi i succennati valori di x ed y nella equazione 


b? 
y= # (a°—a°) 
della iperbola , risulterà 


b? 


2sen'o== — (e —2es 005 w-|-3°c08°0—a°) = 
a 


b? 
= — (b°—2ez cos @+2°c05° @), 
a 


donde 
al==b'—20ez cos ®+-e°2°cosa=(6"—ez c0s &)°. 
Estraendo dall'uno e dall’ altro membro la radice quadrata , si avrà 


as=b°—es c08 ®, 
per cui sarà 


la cercata equazione polare della iperbola. 
Ponendo - =c, e quindi e=ac, nella ellisse si avra ba —e=a°(1—-0°), 
a 


e nella iperbola b'=e-a=0°(c°—1), per cui la equazione polare della el- 


lisse si mulerà in 


a(1—c?) 


e quella della iperbola in 


FINR DELLE SEZIONI CONICHE. 
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DUE APPENDICI AL LIBRO SETTIMO 


Facciamo far parte di questo settimo libro le due seguenti appendici, del- 
lequali la prima contiene le soluzioni di non pochi problemi riguardanti i 
luoghi geometrici del secondo ordine e le intersezioni di questi, e la seconda la 
dottrina delle superficie del secondo ordine. 


APPENDICE PRIMA 


SUI PROBLEMI APPARTENENTI AI LUOGHI GEOMETRICI DEL SECONDO ORDINE , 
ED ALLE LORO INTERSEZIONI. 


253. Nella Geometria analitica abbiamo veduto come, date le equazioni 
delle curve, determinare si possano i diversi punti di queste; e viceversa co- 
me, assegnata una serie di punti dei quali la posizione determinata sia per 
mezzo di una data costruzione geometrica, si possa trovare la equazione della 
curva alla quale quei punti appartengono. Alle curve in siftatta guisa consi- 
derate fu dagli antichi dato il nome di luoghi geometrici , perchè in ciascun 
caso la curva cercata é in verità il luogo in cui si trovano i punti dati, Così la 
circonferenza del cerchio è il luogo di tutti i punti che ugnalmente distano da 
un punto fisso: la ellisse è il luogo dei punti, dei quali le distanze da due punti 
dati prese insieme danno costantemente la medesima somma. 1 problemi di 
questa specie diconsi indeterminati, perchè in essi fa d’uopo esprimere anali- 
ticamente la posizione di un punto, la quale è data mediante una costruzione 
geometrica, e vi sono più punti, anzi infiniti che godono delle medesime pro- 
prietà e soddisfanno ugualmente al problema. 

254. Ciò premesso, risolviamo i seguenti problemi indeterminati che ri- 
gaardano i luoghi geometrici del secondo ordine quali sono le sezioni coniche. 

Probi. 1.° Se si dia l'angolo BAC (fig. 30.) ed il punto P, e da questo si 
conducano quante rette PD si vogliano al lato AB dell'angolo dato ; cercasi la 
natura della curva POL la quale sechi le PD in guisa che le corde PQ aggua- 
glino sempre le KD intercette fra ilati del dato angolo BAC. 

Per i punti P, Q si conducano le rette PC, QF parallele al lato AB, le 
quali incontrino Paltro lato AC nei punti C, E e si ponga AC=m, PC=%, 
Ak=r, QE=y. Tirando poi pel punto Q la QR parallela ad AC, i triangoli 
POR,ADEK risulteranno simili fra Joro, e si avrà la proporzione 


PO: KD=0R: AK. 
Vol. II. 28 
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Ma per la condizione 
seguentemente 


KC=AE=x, KREZAE — AK=AE—(AC—KC)=2ax—m. 


del problema PO=KD. Adunque QR=EC=AK, e con- 


Inoltre per la somiglianza dei triangoli KPC, KQE avendosi 


KC KE _ xo 2x—m 
sini ossia — = , 


PC E’ » Y 


sarà 1y=2n0 MN, donde (2n—y)r=mn, la quale equazione apparliene ad 
una iperbola (244). 

Ciò posto, si prolunghi CP verso F in guisa che si abbia PF—PC, e si con- 
duca per F parallelamente a CA la FH che incontri in IH la DA. Prolungando 
la ordinata EQ fino all'incontro in I con la FII, sarà 


10-IE—QE=FC—QE=2n—-y : 


e perciò se nella trovata equazione della iperbola in luogo di 2n—y sì sostitui- 
sca y, in modo che si abbia 
xy =M; 


Ja origine delle coordinate verrà trasportata da A in IT e saranno le 10 (=y) 
Je nuove ordinate restando le stesse le ascisse x. Fra gli asintoti adunque II, 
118 descrivendo la iperbola POL la quale passi pel dato punto P, essa sarà la 

curva, ovvero il luogo geometrico cercato (). 
Probi. 2.° La retta AT (fig. 51.) tocchi il cerchio AEB nel punto A. Sc 
erchio si conduca la secante CD, e dal punto D s'innalzi 


dal centro C di questo € 
la DM perpendicolare alla AT , e tale che sia DM uguale alla parte ED della sc- 


cante intercetta fra la circonferenza € la tangente; cercasi il luogo geometrico di 
tutti î punti DM i quali vengono in somigliante guisa determinati, 
Sopra il diametro BA prolungato si abbassi dal punto M la perpendicolare 
MP, e si faccia MP=DA=y; AP=DM=, ed il raggio CE=a. Avremo dalla 
Geometria (AD)°=DY. ED—='EF+ED) ED; e quindi per la condizione del pro- 
blema dovendo essere DI=x=ED, sarà y=2ax +2? la equazione del luogo 
geometrico cercato, la quale (196. 248: 3.9) appartiene ad una iperbola equi» 
I i l’asse trasverso è 2a, e le ascisse hanno la origine nel vertice 


latera, in cu 
A. Adunque se col centro C e col vertice A si descriva la iperbola equilatera 


AMavepte gli assi uguali al diametro AB, essa rappresenterà il luogo geome- 
trico dei punti M definiti nella guisa sopra indicata. 


(*) Se si voglia risolvere questo problema con analisi geometrica, sì osserverà che supposto POZKRD, 
sì avrà PR=QD ; perla qual cosa, prolungando la DP in M in guisa che sia PM=-01, sarà PM=PR, 
e quindi condotta la MH parallela a CA, e prolungata la CP in P sarà pure CPEPF: il che revde 
uoto il punto T, e conseguentemente la posizione della retta MII. Ora per essersi supposto TM=QD . 
è chiaro da una proprietà conoscinta della iperbola fra gli asintoti (245) che il Inogo del punto Q debba 
essere la iperbola che hu per asintoti le retto HB, HIM, e che passa pel dato punto P. 
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Probl. 3.° Sia data la retta indefinita AB (fig. $2.°), e fuori di essa <l 
punto D; cercasi il luogo geometrico dei centri di tutti quei cerchi che passando 
pel punto Dtagliano sopra la AB una corda uguale ad una data. 

Questa data corda mettiamola =2c, e supponiamo che EFD sia uno di 
quei cerchi. Dal centro C conducendo CG perpendicolare ad AB, si avrà 
I'G—-c. Inoltre dal punto D conducendo la perpendicolare DI alla medesima 
AB, si dinoti questa perpendicolare con a, e si compia il rettangolo CGUK. 
Pongasi finalmente IIK=x, CK=y, donde DK=4—x, e conduciamo i raggi 
CF, CD; sarà 


(CG)Y-+(FG}=(CP)Y"=(CDY=(CK}+(DK}, 
e perchè CG=KII, fatte le sostituzioni si otterrà 
L+e=yP+aa), 


per cui la equazione del cercato luogo geometrico sarà 
2 #1 
AC 
Pre — a? 2a { a 
y=0°—a?-2ax ‘ ( Da ) 


la quale evidentemente appartiene (165. 166. 196) ad una parabola. 

Probl. 4.° Essendo dato l'angolo ABC (fig. 83.9), si supponga în esso la 
data retta AC muoversi în guisa da rimanere costantemente terminata ai suoi la- 
ti BA, BC; domandasi qual sia la curva che descriverà un qualunque punto M di 
quella retta, 

Dal punto M si conduca la retta MD parallela al lato BA, e sieno 
AMz=a, MC=0, BD=x, MD=y, e l'angolo ABC-MDC=x. Avremo (64) 


(MC)?=(MD)°+(DC}—2MD.DC cos a. 


Inoltre perchè nel triangolo BCA la parallela MD al lato AB divide gli altri due 
lati AC, BC in parti proporzionali , sarà 


MC.BD 
De AM 


Tatte adunque le sostituzioni, otterremo per la cercata curva la seguente equa- 


zione 
20 cos a 


2 b° 2 
beppe XY» 
a 


ovvero 


9 


20 cos a 4 de 
sons aytx—b=0, 
a 


S) i 


la quale appartiene ad una ellisse (162: 1.°). 
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Non sarà inutile il risolvere in altra guisa il proposto problema. Dal 


punto C sopra MD si conduca la perpendicolare CE, e per i punti B, E la retta 
BF. Si ha 


Bp_Bp.DC. BD _AM_a _DE_ I 
DE DE.DL? De = MC d'° DE vos a’ 
sarà quindi 
BD a 
DE — d cosa” 


Ora il secondo membro essendo una quantità costante, ne segue che questa 
equazione fra le coordinate BD, DE appartiene determinatamente alla retta 
BF, nella quale per conseguenza si troveranno tuttii punti E. Ciò posto, ove 
si riferisca la curva descritta dal punto M alle coordinate BE (=), EM=:}), 
agevolmente si otterrà la sua equazione ; imperocchè il triangolo rettangolo 
MCE da 

(MC)°=(EM}°+(CE)°, ovvero b°-Y°+(CE); 


a 


e posto l'angolo DBE=f, siccome dal triangolo BCE abbiamo (62) 


CE BE X senp 
= a ra , donde CE= di 3 
senBT sen BCE cosa 


CUS 

ZA he 6? n e 

$ da DTA ge . ) N° cosa > 

b'-Y°+ > X°, ovvero V—= Woosa ag X 
COS % cosa \ sen 


re nn 


sen 


perciò 


sarà la cercata equazione, che (199) è quella di una ellisse riferita ai dia- 
metri coniugati 
2b cos x 
sen B : 


25, 


deì quali diametri le direzioni sono BO , BO”. 

Probl. 5.° Date di posizione le due rette AB, BC ( fig. 84), € 
nella BC il punto fisso C; cercasi il luogo di tutti i punti M, dai quali 
conducendo la retta MC al punto fisso, e la MA parallela alla retta BC, sia sem- 
pre MA: MC=2: Db. 

Abbassando ME perpendicolare sopra BC, si conduca MD parallela a BA, 
e si faccia BC=c, BE=x, ME=y. Siccome la posizione delle rette BA, BG 
è data, sarà eziandio dato l’ angolo MDE—-ABC, e quindi si conoscerà la ra- 
gione di DE: ME che si sa essere (79) uguale alla cotangente dell'angolo MDE. 
Per la qual cosa, se questa ragione si supponga essere quella di a: d,; 
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avremo 


donde dal triangolo rettangolo EMC si otterrà 


ba byN” 
fr — Pn —— _ —l 
y+(af= (- 3) 


ossia 
(ad —a?0)yH(a°d°—Vd)x" +2ab°dey—2a°cd°x + ded =0 ’ 


che sarà la equazione del luogo cercato. È poi evidente che questa equazione 
appartiene È L linea del secondo ordine , e che (162) questa linea è una 
ellisse se 0°(a°+-d°)<a°d?, una iperbola se 9°(a°+d°)>a2d?, e = 
a AAA I (0@+d°)>@ dl, ed una para 

Probl. 6.° Data la parabola KAK' (fig. $3.°), cercasi il luogo di tutti i 
punti M dai quali conducendo le due tangenti MK, MK' 3 Queste contengano 
sempre lo stesso angolo KMK'. 

Dai punti M, K, K' abbassando sopra l’asse AD le perpendicolari ME s 
KP, K'P’, pongasi AF=x, ME=y, KP=:, K'P!=>, il parametro della pa- 
rabola =p, tang KMK'=4; avremo (196. 202. 206) 


n 


n° 212 

AP=-AT= —, AP=AT'=, 
P p 

2 12 


ET=AE-AT=x— > ETZAT-AE= 3, 
P 


e quindi per la somiglianza dei triangoli KPT, MET, e K'P'T', MEI 
sarà 

25° a° Ze da 

— i5=%——1:Y,€ 


P P PU DD 


Da siffatte proporzioni poi agevolmente si ottengono le seguenti equazioni 
5'42ys=px, s'°—2yz'—pa, 
che risolute, la prima per rispetto a 5, e la seconda per rispetto a 3', danno 
OY VO, + 7, 
donde 
P3=2Vy+pa, e s3'pa. 
Ciò posto , noi abbiamo | angolo KMK'=KTP 4 K'T'P", e perciò sarà 


t Tipi 
tangKMK'—=t=tam V(KTP+RTP)= ATE Peng, | 
— tangKTP.tangK'T'P‘ 
Ma, conducendo le normali KN , K'N', si hanno (207: 3.9) 


(TP_ KN i ITUPI K'N' IL 
tangKTP= kn 2: angK'T'P'= pi = 3 
Laonde sostituendo si otterrà 


_2p(s+s) _AVS+»e _ VFFPE 


_ 


Pe) ment nu 
= 455 4x—p p 


DA DI P 2 pr 
==l Len e) nn ia 
y ( pr ) 


Questa è la equazione del luogo geometrico cercato , la quale appartiene ad 
una iperbola. Infatti 


donde 


spa (e PP e ne 
Alla quantità dentro le parentesi aggiungasi 
p e 
o Fl dall 
sarà 
ciba e gl 
pei A ——_ a È ni 
i (+TtE 4 Tae n + ) 


= (1 Luo)= ca 


dove xX=x—t di Paragonando poi questa equazione con quella della 


; b° i 

iperbola (199) Jara), si avranno 
Wa a_P È 

Pine 0 =qp It ks 
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di Pf Pigna g sè 
e quindi a= ra VERS, Sa Vi+:e. Conchiudiamo adunque che dimi- 
nuendo tutte le ascisse 2 della quantità AG=T +3, » la iperbola del centro 
; NEO PD.» puro Pa aa 
C e dei semiassi CB= DIE Vi+à, diese Vi+? sarà il luogo geometrico 


cercato. 

E qui si osservi primieramente che se l'angolo KMK' è ottuso » la tan- 
gente € sarà negativa : ma ciò per nulla cangia la trovata equazione, nella 
quale si contengono solo potenze pari di €; per ja qual cosa, dei due rami 
iperbolici MBm, M'bm/ il primo soddisfa al problema quando il dato angolo 
è acuto , il secondo quando questo angolo è ottuso, In secondo luogo si noti 
che se l'angolo KMK' è retto , si avrà (=% s e quindi i 


per cui il luogo geometrico sarà la direttrice della data parabola (204). Don- 
de si conchiude che due tangenti ad una parabola le quali partano da un me- 
desimo punto della sua direttrice, contengono un angolo retto. 

255. Le equazioni alle quali si perviene nello sciogliere i problemi geo- 
metrici offronsi non rare volte quasi spontanee, ma per lo più fa d’ uopo di 
molta industria per ottenerle , e si richieggono preparazioni e costruzioni non 
poche, come sarebbero quelle di condurre parallele, d’innalzare perpendi- 
colari, di formare angoli, cc. a fine di agevolare la via alle equazioni me- 
desime, Le quali cose tutte dipendendo eselusivamente dalle diverse condizio- 
ni dei problemi, riesce perciò impossibile assegnare regole generali , Je quali 
Servir possano nei casi particolari ad ottenere Je equazioni che si dimandano. 
Ma basti quanto per noi fin qui si è esposto intorno ai problemi indeterminati 
del secondo grado. Passiamo ora a dire alcuna cosa dei problemi geometrici 
determinati , di quelli cioè che conducono ad equazioni determinate. Noi ci 
occuperemo soltanto di quelli che conducono ad equazioni di terzo 0 quarto 
grado , e che si risolvono con le intersezioni delle curve coniche. Prima però 
è mestieri premettere quanto quì segue. 

256. In tutto il primo capo della Geometria analitica si espose il metodo 
con cui possono geometricamente costruirsi le equazioni di primo e secondo 
grado ad una sola incognita. HMavvi un secondo metodo col quale si ottiene lo 
Stesso , e che vale eziandio per le equazioni dei gradi superiori: esso è fon- 
dato nella scambievole intersezione dei luoghi geometrici. 

Si supponga che le due equazioni di primo grado 


van +6, gate, 


debbano essere soddisfatte mediante gli stessi valori di 7, ed Y. Da esse 
agevolmente si dedurrà la equazione determinata di primo grado 


ited'ano 4 
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la quale perciò può considerarsi come composta di quelle due indeterminate. 
Adunque vicendevolmente questa ultima equazione sì potrà risolvere in due 
indeterminate di primo grado ; infatti, ponendo sxx=y—f, questa sarà la 
prima , e sostituendo il valore di ax nella (1), si avrà y—a'w=8' la quale 
sarà la seconda. 
Dal detto si deduce che data una qualunque equazione determinata di 


rimo grado 
i ei. è. è (2), 


perché si risolva in due indeterminate , dovrà moltiplicarsi per a—2', espri- 
mono a, a' quantità arbitrarie , ed in tal guisa si otterrà 


sr-s'ra Aa 4, 


la quale , ove si paragoni con la (1), somministrerà 8'=a4, B=2'A; e perciò 


y=artoa'd...(3), yaWe pad. . . (4) 


saranno le due indeterminate , nelle quali potrà risolversi la determinata (2). 
Quindi preso un medesimo asse delle ascisse ed una stessa origine delle coor- 
dinate , se si descrivono (137. 159) due rette che sieno i luoghi geometrici 
delle equazioni (3) ; (4) , e dalla loro comune intersezione si conduca la or- 
dinata , la corrispondente ascissa esprimerà il valore della incognita x della 
data equazione (2). Chiara ne apparisce la ragione , imperocchè le (3) , (4) 
non possono insieme aver luogo che nel punto ad ambedue le rette che rap- 
presentano comune. 
Si abbiano ancora le due equazioni 


dky=r°, yes +, 


la prima delle quali appartiene al cerchio, e 1’ altra ad una retta. Da esse , 
eliminando la y , si ottiene 


2 Ù 
d4 =) 
o°d1 x 4-1 
che è una equazione determinata del secondo grado. Ora se con questa sì pa- 
ragoni la generale equazione del secondo grado 


e+ar=q. «+ +(5) , 


sl avranno 
298 r°—p° 
ZA, 0 TY 
a' +1 "a +1 
da cui si dedurranno i valori di 
ala +1) 
= ; 


i 2a 
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e di 
a(x+1)° LA 


AAA 


Ax 4a 


; ORIO 3 
rg + 1)+2=I(2° 4-1)+ (1x°9+"+1)02), 


nei quali valori x rimane indeterminata. Apparisce da ciò potersi la equazio- 
ne (5) risolvere nelle due indeterminate 


i 1 % 2 s; x° 1 
Cky= du (4x°g+(2°-p1)a°), y=ax+ cata 


e costruire mediante la intersezione della retta col cerchio. Infatti se si de- 
scriva un cerchio ( fiy. 81.) che abbia il raggio 


CA— Ò V+ 1)(4a°g+(a°+1)0%), 


esso sarà il luogo geometrico della prima equazione: preso quindi per asse 
delle ascisse il diametro BA, stabilita nel centro C la origine delle coordina- 
te ortogonali (151), e presa (137) 


CGE ae +1) 


è » 
2,0 


conducasi per G una retta che faccia con GA un angolo di cui la tangente 
sia a; questa retta sarà il luogo geometrico della seconda equazione. Ora se 
dalle due intersezioni della retta col cerchio si abbassino sopra |’ asse BA due 
ordinate , le due corrispondenti ascisse saranno le radici della equazione (5). 
E qui si avverta che se il punto G cadrà nel cerchio , la equazione avrà due 
radici reali, perchè in siffatta ipotesi il luogo rettilineo secherà necessaria- 
mente in due punti la circonferenza : che se il punto G cadrà fuori del cer- 
chio, dovranno distinguersi tre casi; imperocchéè potrà la retta o secare il 
cerchio , 0 toccarlo , o anche del tutto sfuggirlo : nel primo caso la equazio- 
ne ammelterà pure due radici reali: nel secondo le due radici reali divente- 
ranno evidentemente uguali ; poichè supponendo che la secante passi ad esse- 
re tangente , i due punti d’ intersezione coincideranno , e coincideranno pu- 
re le ordinate che dai medesimi punti si abbassano sopra BA , donde ne se- 
guirà che l’ una e l’ altra determineranno la stessa ascissa o radice x : nel ter- 
zo caso finalmentele due radici saranno immaginarie ; lo che avrà luogo ezian- 
dio quando è immaginario il valore del raggio CA. 

257. Premesse tutte queste cose , si comprenderà agevolmente che sic- 
come le equazioni determinate di primo grado si costruiscono mediante la in- 
tersezione di due rette , e quelle del secondo grado mediante la intersezione 
della retta col cerchio ; così le equazioni determinate del terzo e quarto grado 
si costruiscono mediante la intersezione delle curve coniche. La dillicoltà è 
tutta riposta nel sapere bene a proposito risolvere siffatto equazioni in due 
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altre indeterminate del secondo grado. 1 seguenti problemi potranno servirci 
di esempio , di esercizio , ed ancora di dimostrazione. 
Probl. 1.° Fra due rette date trovare due medie proporzionali. 
Sieno a, d ie rette date, ed yla prima delle due medie proporzionali 


MIRO telai 
cercate; esprimerà Z. ja seconda, c quindi 
a 


3 


donde d=4, ovvero 


al 


yet. .... (m) 


sarà la equazione da costruirsi. Or questa può risolversi in due indetermipa- 
te di secondo grado. Infatti supponendo 


y=ag... (m'), 


questa sarà la prima , € sostituendo lo stabilito valore di y° nella (m), si avrà 
la seconda 
ay=ab.... (m'). 


La equazione (m') appartiene alla parabola, è la equazione (m'’) alla iper- 
bola (196. 244). Stabiliscansi adunque ad angolo retto ne) punto A ( fig. 86.° ) 
i due assi coordinati AX, AY. Si condaca AE, la quale divida in due parti uguali 
l'angolo XAY, ed inAY prendendo AF=2vab, dal punto F si abbassi sopra AE 

so gg AGO) (AMY pit 
la perpendicolare FG ; sarà AG=FG, ale 2° ab. Quindi 
se con i semiassi uguali AG , FG si descriva la iperbola equilatera DGD', sa- 
rà essa il luogo della equazione (m’) (243. 244) : e se inoltre col parame- 
tro=a e con l’asse AX si descriva la parabola BAB', essa rappresenterà il 
luogo della equazione (m'). Le curve in tal guisa descritte si secano solo in C, 
e perciò la equazione (x) avrà una sola radice reale : abbassata da Cin AY 


la perpendicolare CIT, sarà AH (=y) la prima delle due medie proporzionali 


cercate, € 
AH) Y 
ole (= 2) 
a a 
la seconda. 


La equazione (m) può costruirsi eziandio mediante la intersezione di due 
parabole. Infatti se la (m) sì moltiplichi per y, si otterrà y'=4°by , per cui po- 
sto come sopra y°=ax , donde y'=0°° , ed uguagliati fra loro i due valori 
di 4‘, si dedurrà 


ely... (mM), 


227 
altra equazione che appartiene alla parabola DAD' (fin. $7.) descritta col 
parametro =b e con l’asse AV. 

Ma, generalmente parlando , non si costruisce mai una equazione del 
terzo e quarto grado senza far uso della circonierenza del cerchio , essendo 
questa una curva assai facile a descriversi. Cho se per introduria nelle solu- 
zioni dei problemi di questo genere fa d’ uopo talvolta di qualche industria , 
ciò non ostante vi hanno dei casi, nei quali essa si presenta quasi da se. Co- 
sì , se per costruire la equazione (m) piacesse adoperare il cerchio, si somme- 
rebbero fra loro le due equazioni (m/), (m’) , e si avrebbe 


yY_dyt+e—ae=0, 


DN? av? 442 i 
(1 5) + (— 5) La aa (mi7) 


che è la equazione del cerchio (150). Supponendo adunque descritta con l’as- 
se AX (fig. $8.°) e col parametro=a la parabola BAB', si prenda dal vertice 


ovvero 


l) 
A la parte AL= 5 , e dal punto L condotta LO=3; perpendicolare all’ asse, 


4 
scriva il cerchio AC. . .; questo sarà il luogo della equazione (n) : secherà 


2 b? 
dal punto O come centro , e col raggio uguale ad AO=xf LL ) si de- 


la parabola nel punto C, è darà AH (=v) per la prima, CII = perla se- 


conda delle due medie proporzionali cercate. 

Supposto è =2a, sarà y*-=2a?, il cubo cioè di AIT doppio del cubo di a; 
ciò che risolve con poco il problema della duplicazione del cubo già si famo- 
so fra gli antichi. Anzi il problema si renderà più generale ancora prenden- 


La O di 
do b= FT: con che si avrà 9g E! un cubo cioè tale che stia ad un dato 
Ù . È 


cubo a’ nella ragione di 4 : %. No 
Probl. 2.° Date due rette AA', BB' ( fig. 89.° ) le quali si sechino in € 
ad angoli retti, propongasi di condurre dal punto dato O la retta ODE in 
guisa che la parte DE sia uguale ad una retta data, che supponiamo =a 
Pel dato punto O si conduca la retta 00' parallela alla AA‘, e si com- 
pia il rettangolo OFCG. Pongasi inoltre 


CF=b, OF=c, DF=y; 
sarà 
DO=b—y, e CE=y 7; 


È 


Is 


e | . 
Dippiù sarà l’area del triangolo ODF=-—=, come pure l'area del triangolo 


ti 


Ls 
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y Vai-(G=y). Ma questi triangoli essendo simili, le loro aree 


DEC= 
2 


staranno come i quadrati dei lati omologhi DF, DC; si avrà perciò la pro- 
porzione 
we. boy 2 2 2 
ara ti) =y:(b—-y), 


dalla quale si dedurrà la seguente equazione 


cy(b—y) 0) 
sas el 


ovvero 


c(b—y=yVe=%y), 


che innalzata al quadrato darà per la equazione da costruirsi 
yi2iy} + (0° +0 a°)y—2be°y +60... (n). 
Pongasi ora 
ye=be... (n°); 

fatta la sostituzione, si otterrà 

yy} + (040 —a°)y—2eya+ya°=0, 
che divisa per y° darà 

J+a—2by—2c04+-6°+c°—a'=0, 


ovvero 


(4-5) + (a—c)}=a° sare) 


equazione della circonferenza del cerchio. Adunque la (n) potrà costruirsi me- 
diante la iperbola ed il cerchio. La iperbola fra gli asintoti BB', O0' si de- 
scriverà come nel primo problema : per avere poi il cerchio si prenderà FH= 
=0F (=c), e da H s' innalzerà la perpendicolare HK (=b); così il punto K 
sarà il centro, ed a il raggio del cerchio. Dal punto M d' intersezione della 
iperbola col cerchio abbassando la perpendicolare MD sopra BB', e quindi 
conducendo dal punto O la retta ODE, sarà DE=-a. Il problema ammette 
quattro soluzioni allorchè il cerchio seca l’ una e l’altra iperbola come nella 
figura. Ma non rare volte il ramo NON' non è secato dal cerchio, nel qual 
caso due soluzioni divengono immaginarie. Finalmente se il cerchio tocca la 
iperbola NON’, due soluzioni coincideranno in una , ed uguali diverranno i 
due valori della ordinata y negativa. 
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Probl. 3.° Dividere in tre parti uguali un dato arco circolare. 

Sia ABCD ( fig-90.°) l’ arco dato : supponendolo diviso nelle tre parti 
uguali AaB, BbC, CeD, conducansi i raggi OA , OB, OC, e le corde AB, 
BC, CD, che risulteranno uguali fra loro ; conducasi pure la corda AD, ela 
retta BE parallela al raggio OC, sarà EG=BC. Ciò posto, con un poco di 
attenzione si vedrà chiaro che i triangoli AOB, ABF, BFE sono isosceli e si- 
mili, e che perciò si hanno le seguenti proporzioni 


OA_AB AB_BF 
AB BF’ BF EF” 
| SET 2_ (AB) 
dalla prima delle quali si ottiene (BFj= —, e dalla seconda (BF) = 


3 (0A)? 
=AB.EF, donde EF= . Essendo poi AB=AF, CD=GD , sarà 


(0A)? 
sa (AB) 
AD=AF-+EG+GD—EF=3AB— (01° 


3 
Laonde, ponendo AD=a, AB=y, OA=r, si avrà a=dy—i, ovvero 


Y_2r°y+ar=0 ... . (p). 


Veniamo ora alla costruzione geometrica. Si moltiplichi la equazione (7) 
per y, sicchè si abbia 


y'-3r°y+ary=0... (p'). 


lacciasi y’=rz; eseguendo nel solo primo termine della (p') la sostituzione, 
si otterrà 


x'-3y°p-ay=0 o) 


alla quale ove si aggiunga la equazione y7— rx=0 moltiplicata per una quan- 
tità indeterminata È, risulterà 


LA4(h—-3)y"+ay—hra=0. 


Silfatta equazione appartiene alla ellisse, alla parabola, ovvero alla iper- 
bola secondo che si prenda h>, = , ovvero <3 (162), ed appartiene al 
cerchio se si prenda ,—-4. Supponendo quindi che la costruzione voglia farsi 
per mezzo del cerchio e della ellisse, dovrà prendersi primieramente h=4 , 
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e poi =5 , e così si otterranno le seguenti equazioni del cerchio , e della ellisse 


L+y+ay—A4re=0, L42y +-ay—bre=0, 
avvero ancora 


(+ S) +ntr > 
2 4 
5r z a PD 

7) (* 7) ssi 


; Loba i E : 
Se la seconda di queste equazioni si paragoni con la y°=— (aî-x°) dimo- 
a 
a 4 y {4 
SEG) —. x 9 SI 
al bi 
vedrà chiaro che quella si riferisce ad una ellisse che ha (fig. 91.°) 


4 a 
— — 93,2 ba 
AC= 3V(251 ba 


strata nel numero 199 , la quale può mettersi sotto la forma 


per semiasse maggiore , 


1 25r° a 
deal 4 
N( > ta 


per semiasse minore , 


h) 
co= —e per ascisse , ed 00'=y+ È per ordinate. 
Per la qual cosa , prendendo l’ ascissa CK= 5 , alla quale corrisponde la or- 
dinata KM=7 , e pel punto M conducendo MD parallela all’ asse AA', lea, 


y del punto M' saranno MK', M'K'. Per quello poi che riguarda il cerchio , st 
prenderà KP=2r su cui dal punto P s'innalzerà perpendicolarmente PO= 


ti) ; 5 , nenti 
—KM= 7 poi col centro Qe col raggio MO= VG + 5) si descriverà 
A 


un cerchio , in cui si avranno parimente pel punto M' Mk'=r, M'K'=y. AL 
l’infuori del punto M, nel quale =y=0, si avranno tre altri punti M', M”, 


231 
M"" d’ intersezione del cerchio con laellisse , dei quali leordinate M'K',M"K", 
M""K'" daranno le radici della equazione (p) due positive ed una negaliva (*). 


(*) Il problema della trisezione di un dato arco circolare, ovvero, che è lo stesso , di un dato angolo 
rettilinco, è uno dei problemi assai celebri fra gli antichi ; esso ha occupito moltissimo i Geometri, i 
quali ne hanno inutilmente cercala una costruzione puramente gronetrca.Chiamasi così ogni costruzione 
lu cui non si fa uso che della linca retta e del cerchio, Tutte poi quelle , nelle quali si fa nso delle se- 
zioni coniche o di altre curve, appellausi costruzioni neeccaniche, poichè, generalmente parlando, aifatte 
curve si determinano dapprima per punli, e quindi si tracciano con la mano; o anche st descrivono per 
mezzo di unregolo, 
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SULLE SUPERFICIE DEL SECONDO ORDINE. 


—_______—__ 


258. La equazione generale delle superficie del secondo ordine è (192) 
22 4-ay +ba? +eys+ des +exy+f5+94 +he-4-i=0....(?), 


nella quale le coordinate x,y, 3 si suppongono ortogonali. Immaginiamo 
congiunti due qualunque punti della superficie mediante la corda 24; sieno 
a,8,ygli angoli formati dalla corda con gli assi positivi delle coordinate , 
e divisa questa in due parti uguali , rappresentino zo, Yo #0 le coordinate 
del punto di mezzo. Avremo per rispetto ad una delle estremità della cor- 
da (79) 

ar licosa, y=yokcos, == h008Y,.. (1), 


e per rispetto all’ altra estremità 

a=L-+kcosa, y=ystkcost, 5=z0+k008y.... (/.): 
e poiché tanto i valori (/,), quanto gli altri (2,) debbono soddisfare alla equa- 
zione (/) , perciò, posto per compendio 
r =c08y+ acos B4+-bcos"x+ccosycosB +dcosycosat-ecosprosa, 
r'=(250t cyotdr,t+f)c0sy +(cco+20Y,+0r0t g)cos+ (dat eyoP2ba, +l)cosa. 
risi 4ay de +oryontdzoto +eyoto+fso Ty, 


saranno insieme 


rl —r'kq-r"4i=0, rk°4r'h+r!"+i=0, 
donde 
2rk"-4+2r" 4220, 2r'h=0, 


e conseguentemente 


+4 (Azoteyo +20 04 h)s0s = 0, 
ovvero : (4) 


(22, +0yo+dro+[)c0sy+(120-+-2ayo+ezo+4)0089-+ I 


(2eosy+ecostdeosx):o + (ccasy +2acos3-+ecosx ot 
+ (deosy +-ecosf + Zicosa)aTfcosy +4cosP+hcosa=0, 
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la quale equazione essendo di primo grado per rispetto alle Lo) Yo, Zo, ed 
inoltre gli angoli a, BR, y rimanendo gli stessi per rispetto alle corde paralle- 
le alla 2%, ne deduciamo (173) trovarsi tutti i panti medii di queste corde pa- 
rallele nel medesimo piano , a cui sarà perpendicolare la retta espressa dal- 
le seguenti equazioni (182) 


__ dcosy4-ecosB+-2bcosa 
— 2cosyH-ccos+-dcosa 
ecosy4+-2acosB +-ecosa 


= [A 
2cosyt ccosp +dcosa 


259. Quindi deducesi che ove sì soddisfaccia (185) alle equazioni 


deosytecose+2bcosa = cosx 
2c0sy+-ccosft-deosa  cosy” 

(4) 
ccosy+-2acosB+ecosa cost 


T_T mÉ=— 
2cosy+ccosf4tdeosa T cosy? 
mediante i valori reali di cosa, cost, cosy » quel piano sarà perpendicolare al- 


le corde parallele alla 2%. Che poi le (2) vengano realmente soddisfatte da que- 
sti valori, si dimostra nel modo seguente. Ponendo 


cosa=vcosy, cosB=v'cosy, 
si muteranno le (2,) nelle 


d4-ev'+2bv c{2av'4ev _, 


SG = er. 
2+ev'4+dv 2+ cv 4-dv 
Di queste la prima somministra 


e nti e 
eve 

e sostituendo questo valore nella seconda » otterremo, dopo fatte le debite ri- 

duzioni , una equazione del terzo grado per rapporto a v. Adunque per lo 

meno uno dei valori di v , e perciò anche di v', sarà reale (186*). Donde 

(170: 2.°) il reale valore di 


1 
VI+0 40? 2 


ed i reali valori di cosa, cost, soddisfacenti alle (4). Dal detto pertanto si de- 

duce che in ogni superficie di secondo ordine vi sarà sempre una disposizione 

tale di corde parallele, da potere queste restare tutte divise per mezzo da un 
Vot. Il. 30 


cosyzz 
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piano , e ad angoli retti. Il piano secante per mezzo le corde parallele , chia- 
masi diametrale ; che se poi le sechi anche ad angoli retti , dicesi principale. 

260. Se ora si stabiliscano gli assi AX, AY, AZ (fig. 63.°) per modo che 
AX, AZ giacciano nel piano principale , la equazione della superficie non 
dovrà per nulla cangiarsi allorchè ad y si sostituisce —y. Laonde le super— 
ficie tutte del secondo ordine potranno eziandio rappresentarsi per mezzo del- 
la equazione 


2L+a'y+ ba +d'astfs3+N'e 420. 


Vogliasi pertanto questa equazione trasferire dagli assi AX, AY, AZaglial- 
tri AÎX', A'Y', A'Z' pure ortogonali, ma però tali che A'Y' sia parallelo 
ad AY, gli altri AN‘, A'Z! giacciano nel piano XAZ, € la nuova origine A' 
stia in un punto di AX distante dalla vecchia origine A dir; avremo (171) 


a=Tf, 

cos(xy' }=cos(ya')=c08(y3')=c0s(2y)=008 9000, 

cos(xz')=c0s(90°4-(32' ))=—sen(23')=—sen (ce), 

cos(yy')==cos 001, 

cos(za')=cos(90°—(x2') )=sen(1a') , 

cos(zz')=cos(xa') , 

e quindi le equazioni per eseguire il succennato trasferimento , saranno 

a=2'cos(0a')z'sen(ea')—r , 
y=y' , 
s=a'sen(ea')+2'cos(ca'). 


Fatte adunque le sostituzioni , risulterà una equazione fra a', y',3', la quale 
ponendo per compendio 


A==cos°(ax') +L0' sen’(xx') —d'sen(ax')cos(wa'), 
L''=sen’(xx') +d'cos (ax) + d'sen(aa')cos(xa'), 
d'=2sen(x2')cos(aa'}—20' sen(aa’)cos(xa')—d'sen?(xx')+d'cos'(2'), 
f''==2b'7 sen(aa')_d'r costa) tf ‘costee’)—h'sen(xa'), 
h''=f'sen(wx')+h'cos(ea') 20" costea')—d'r sen(a2') , 
ihr, 
sarà 

Az'+4+a'yP 40 aP4-d'x'5'+ ['3 + hl'a'di'=0. 
Ciò posto , se si suppongano 


d'0, li'20, 
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ovvero 


2(b—-1 ì 
lang°(xa') + 2021) tang(x2')-1=0, 


ftang(x2') +h!'—2b'r—d'r tang(xx')=0, 


queste equazioni verranno evidentemente soddisfatte dai valori reali della 


tang (x2') e di r, Adanque potranno le superficie del secondo ordine tutte rap- 
presentarsi mediante la equazione 


Apa y + bat 40, sua 


dalla cui forma apparisce che i piani X'A‘Z", Y'A'Z' sono principali. 
261. Nella equazione (b) può farsi sparire il penultimo termine se A°S>0; 
può farsi sparire l’ ultimo , se A=0 ed insieme [""°>0. Nel primo caso pon- 
t4 Ni 


gasi 3'— gy invece di 3’, e nel secondo z'— Fri Invece di 2; le quali sostita- 
Pa 


zioni non altro fanno che trasferire la origine delle coordinate da un punto in 
un altro dell’ asse A'Z'. Si avrà nel primo caso 


CIA 
sbay pra 1 +0, 


e nel secondo 
ay +64 "30 
lede | 
le quali equazioni, soppressi gli accenti, le scriviamo nella seguente guisa 


A°°+By+Ce=D....(k), 
By+Cxr+Ez=0 ..... (/.) : 


Passiamo pertanto ad analizzare prima la (4), e poi la (2,). l 
262. Per ciò dunque che riguarda la equazione (/;) agevolmente si sta- 
biliscono le cose che seguono. l l 
1.° Dalla stessa forma di questa equazione apparisce doversi tutti e tre 
i piani coordinati XAY, XAZ, YAZ riguardare per principali. — 
2.° Qualunque piano diametrale passa per la origine; infatti essendo qui 
B i i i 
ta L fsi > e=d=e=f=g9g=h=0 , la equazione (/;) del piano diametrale 
diviene 


2B 2C 
2cosy.zot "i cost.yot= "a cosn.x,E0 , 


ovvero ancora 
Acosy.z,4+-Bcos.y, + Ccosa.wo=0. 
Adunque (173: 1.°) ec. 
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3.° Per la qual cosa, se vi sono altri piani principali oltre i tre piani 
XAY, XAZ, YAZ, essi passeranno senza dubbio alcuno per la origine. 

4. Né di altro fa d' uopo perchè s’ intenda che nella origine rattrovasi 
il centro della superficie, quel punto cioè nel quale restano divise per metà 
tutte le corde che passano pel medesimo. 

263. Ora nella stessa (7) suppongasi A>0, B>0, C>0; sarà ezian- 
dio D>O, altrimenti non esisterebbe più superficie perchè immaginaria. Ciò 
posto, per ottenere i punti in cui la superficie incontra gli assi coordinati, si 
agguaglieranno a zero due delle variabili 2, y, 2, e si troveranno i sei punti 
reali M, M'; N, N'; P, P' (fig. 92.°) situati alle distanze dalla origine 


sN mp4 AN 


Da siffatte formole poi ricaviamo 


per cui la equazione (/) prenderà la seguente forma semplice insieme e sim- 
metrica 


2 2 2 
t Y % 
"5 35 STA TZZ1 + 0 006 l . 
p° + n + mi ai (4) 
Fatto x=0, risulterà 
z? 2 
+ al, 
p n 
equazione della intersezione della superficie (/;) col piano YAZ; e poichè 
questa equazione appartiene alla ellisse, chiaro si vede dovere quella interse- 


zione essere ellittica. Similmente fatto prima y=0, e poi z—0 nella (4) , si 
otterranno le 


Fai x? fa 
prog too 


relative alle intersezioni ellittiche della superficie (4) con i piani coordinati 
XAZ, XAY: siffalte intersezioni rappresentate nella figura dalle ellissi PNP'N', 
MPM'P', MNM'N', si dicono intersezioni principali. 

Si concepiscano ora quanti piani si vogliano paralleli tutti al piano VAZ; 
la loro distanza dallo stesso VAZ verrà espressa dalla ©, la quale sarà co- 
stante fin tanto che si considera uno solo di questi piani; si vede inoltre che, 
ove la x si supponga costante, la equazione 
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rappresenterà ellissi reali, od immaginarie, od anche un punto , secondo che 
si avrà d°*<, >, ovvero =m?. Poichè dunque nella ipotesi in cui ci trovia- 
mo, questa equazione appartiene alla intersezione della superficie (3) con quel 
piano , ne segue che le intersezioni della superficie (I) con ì piani paralleli 
al piano YAZ sono ellittiche. Supposte le y, z successivamente costanti , al 
Irettanto con simile ragionamento dimostreremo dei piani paralleli ad XAZ e 
ad XAY. 

Il solido terminato dalla superficie (/;) dicesi ellissoide, ed è da certi 
limiti circoscritto. I punti M, M'; N, N'; P, P' chiamansi vertici, e le di- 
stanze AM=m, AN=n, AP=p, diconsi semiassi, o semidiametri principali. 

Se m=n=p la (/) diventerà 


2+y+a°=m?, 


che rappresenta una superficie sferica (175). Che se due semiassi solamente , 
per esempio n, p suppongansi uguali, la (4) si muterà nella 


2 2 
L n 
2] 2 2 2 2 
Yy ( 5) mi ( )a 


la quale appartiene (176) alla superficie di un solido generato dalla rotazione 
della ellisse intorno all'asse AX, e questo solido appellasi ellissoide di rivo- 
luzione. 

264. Seguitando ad analizzare la equazione (/), supponiamo che in essa 
si abbia cura di rendere sempre positivo il secondo membro D; e siccome in 
tale ipotesi non potrebbero i tre coefficienti A, B, C essere nello stesso tempo 
negativi senza che la superficie diventasse immaginaria , perciò per riguardo 
alla medesima (/;) non ci resterà ad esaminare che due altri generi di superfi- 
cie rappresentati il primo dalla equazione 


Az°+By-Cx°=D, 
ed il secondo dalla equazione 
Az°-By-Cx°=D. 


In questo numero ci tratterremo nella discussione della prima equazione, ri- 
serbandoci a parlare dell’ altra nel numero seguente. 

E primieramente la superficie rappresentata dalla prima equazione in- 
contra gli assi coordinati in punti determinati dalle distanze dalla origine 


sz4N Po amyzi, y=+ NO nia a, 


donde deducesi esservi in questa superficie qualtro vertici reali N, N’; P, P‘ 
(fig. 93.5), e due immaginarii. Anche qui le distanze AM=m, AN», AP=p 
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chiamansi semidiametri principali ovvero semiassi della superficie; ma i due 
ultimi diconsi semiassi reali, ed il primo non è che il coefficiente della espres- 
sione dataci dall’ analisi pel semiasse immaginario. 

Introducendo nella equazione i semiassi in luogo dei coefficienti 4, B, €, 
essa prenderà la forma 


2 2 2 
3 Y x 
-+_-=f....(h). 
p ni mi ( o) 
Da questa poi si ricavano le equazioni delle intersezioni principali , cioè 
z i y” A z? 2 A y” a 
P° ne ? p° me ? n me T tl 


delle quali la prima appartiene ad una ellisse, e le altre due rappresentano 
iperbole. î 
Inoltre dalla medesima (/,) deducesi 


Pel y° az 
nta=sttoa: 
pn m 


da cui rileviamo essere ellittiche tutte le intersezioni fatte nella superficie 
curva con piani paralleli al piano YAZ, e le dimensioni di queste ellissi au- 
mentare indefinitamente insieme con x, in guisa che la più piccola di queste 
intersezioni verticali, chiamata ellisse di gola, è la intersezione principale 
PNP'N'. Finalmente le intersezioni della superficie (1,) coni piani paralleli ai 
piani XAZ, XAY si vede dalle equazioni 


essere altrettante iperbole. 

Si appella iperboloide ad una foglia (*) il solido terminato dalla super- 
ficie (,,), perchè questa si estende da xe=0, fino ad x—=+% continuamente, 
per modo che sopra di essa sì può sempre passare da un punto qualunque ad 
un altro senza uscire dalla superficie. 

Se sono uguali fra loro i due semiassi reali, se cioè si ha n=p , la equa- 
zione (/,) si muterà nella 


caga rt), 


(*) La parola foglia usata già dall’ illustre geometra italiano Bordoni, esprime meglio che V'altra 
falda (nappe) dei Francesi una qualunque delle diverse parti di una superficie, dietro l’uso general» 
mente invalso di chiamar rami le diverse parti di una curva. 
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la quale appartenendo alla superficie di un solido generato dalla rotazione 
della iperbola intorno all'asse AX, mostra che in tal caso l' iperboloide è di 
rivoluzione. 

265. Passiamo ora a discutere l’altra equazione 


Ax°— By Cx°=D. 


La superficie rappresentata da siffatta equazione seca gli assi coordinati 
in punti posti a distanze dalla origine uguali ad 


a+ amyzi, = ND, =nyzr, + Do, 


per modo che non vi sono quì che due vertici reali P, P' (fig. 94), e gli al- 
tri quattro sono immaginarii ; ma le distanze AM=m, AN=n, AP—p appel- 
lansi tuttavia i semidiametri principali, o anche i semiassi della superficie , e 
l’ultimo dicesi semzasse reale, giacchè è il solo che la incontri effettivamente. 

Introducendo questi semiassi m, n, p invece di A, 2, C nella equazio- 
ne della superficie , essa prenderà la seguente forma 


cioè due iperbole , ed una ellisse immaginaria. 
Risultano inoltre ellittiche le intersezioni della superficie curva con i 
piani paralleli al piano XAY 


z? 


z 2 
y x 
| 
n° m È a 


purchè sia 2°>p°; imperocché la ellisse diverrebbe immaginaria se si avesse 
2°<p°, e si ridurrebbe ad un punto se fosse 2°==p°. Iperboliche poi sono le 
intersezioni della superficie curva con i piani paralleli ad NAZ, YAZ 


Pie x = Un + lai y 3 x? È ? 
Domo n "pal ae 
Prese adunque le distanze 


=, Z=—p, 


sopra e sotto il piano XAY, non si avrà superficie fino a tanto che sia 5<p"; 
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però essa da z=-k-p fino a ==4+-o% si estenderà indefinitamente. 
Il solido terminato dalla superficie (2,.) chiamasi iperboloide a due fo- 
glie. Esso riesce di rivoluzione allorché i due semiassi immaginarii m, n sono 
uguali, poichè in tal caso si ha 


2 


2 m 2 
yt+a 2 (221), 


la quale equazione appartiene alla superficie di un solido generato: dalla ro- 
tazione della iperbola intorno all'asse AZ. 

266. Prima di passare alla discussione della equazione (1,) ci fermiamo 
ancora un poco ad esaminare il caso in cui tanto nella equazione della su- 
perficie dell’ellissoide, quanto in quelle delle superficie degl’iperboloidi si 
ha D_0. 

E primieramente siffatta ipotesi riduce la equazione della superficie del- 
l’ ellissoide ad 


Az + By +Ce°=0, 


la quale non può soddisfarsi da altri valori reali che da x=0, y=0, 2—0; 
in tal caso adunque la succennata superficie ridurrassi ad un punto unico, 
che è la origine delle coordinate. 

In secondo luogo la supposizione di D=0 riduce la equazione della su- 
perficie dell’ iperboloide ad una foglia ad 


Az 4 By—Cx°=0, 


la quale rappresenta la superficie di un cono retto VAV' (fig. 93.) a base 
ellittica, il cui vertice è alla origine delle coordinate. Infatti questa equa- 
zione dà per le intersezioni principali le seguenti equazioni 


A+ By=0, A°—Cx°=0, By—Ca=0, 


le quali appartengono alla origine, e a due rette che passano per la origi- 
ne. Inoltre dalla medesima equazione sì ricavano 


Az + By=Cx°, Ce — Ax°=By, Co°—By°=Az?, 


donde si fa chiaro essere ellittiche le intersezioni falte nella superficie curva 
dai piani paralleli al piano YAZ, ed iperboliche le altre fatte dai piani paral- 
leli ai piani XAZ, XAY. 

È proprio poi di questo cono che la sua superficie sia come l’ asintoto del- 
la corrispondente superficie iperboloidica. Imperocchè dinotando con x, 2' 
le ascisse che pelle equazioni della superficie iperboloidica e della superficie 
conica corrispondono ai medesimi valori delle coordinate y, 3, avremo 


Ca=Az*+ By —D, Ca'=Ax+By°, 
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donde 
D 


2 -_g°—-—, e conseguentemente er — L__. 
Dell C° eguentemonte x/—x:— Ce Fi) 
Poichè dunque , crescendo all’ infinito le y, 5, cresce pure all’ infinito 2'+-x, 
perciò diminuirà all’ infinito 2'—x. Adunque ec. E qui si noti che siccome 
la x è sempre minore della x‘, perciò il cono, come nella figura , cadrà tutto 
al di dentro dell’ iperboloide. 

Finalmente la supposizione di D—0 nella equazione della superficie del- 
l’ iperboloide a due foglie riduce questa equazione ad 


A°-—By—Cx°--0; 


e si dimostrerà come qui sopra che essa rappresenta una superficie conica 
VAV' (fig. 94.°), la cui base parallela al piano XAY è una ellisse. Un tal 
cono si dimostra essere ancora asintoto dell’ iperboloide a due foglie ; impe- 
rocchè paragonando le due ordinate 2, 2' che nelle equazioni della superficie 
iperboloidica e della superficie conica corrispondono ai medesimi valori delle 
X,Y, avremo 


Ax°=By°+Cx°+D, Az' °=By + Cr, 


dalle quali ricaveremo 


D D 
Ds = -,ez-z/— order 
A A+") 


Per la qual cosa , la differenza =—z' decrescerà indefinitamente fino a zero a 
misura che x, y si accostano all’ infinito , quantunque si abbia sempre >, 
per cui la superficie di questo cono invilupperà esteriormente la superficie 
dell’ iperboloide. 

267. Finora abbiamo analizzata la equazione (4); incominciamo ora 
ad analizzare la (/,), nella quale le diverse combinazioni di segni ammesse 
dai coefficienti , si riducono sempre alle due notate qui appresso 


By°+Cx°—Ez—0, 


Infatti si può sempre rendere positivo il primo coefficiente 2 , mutando se non 
è tale, i segni a tutti i termini della data equazione. Poscia , quando È è po- 
silivo , basta soslituire —z a £ per ridurre la equazione alla forma precedente; 
ma siccome una tale sostituzione equivale a contare le 5 positive in senso op- 
posto a quello da prima adottato , perciò il segno di £ non influirà che sulla 
posizione della superficie, e non già sulla forma di essa. Ed ecco perché ci 
fermiamo al caso in cui un tal segno è negativo. Per la qual cosa, questa 
classe di superficie non presenterà che due specie veramente distinte. 

268. Facciamoci pertanto ad esaminare la prima specie rappresentata 
dalla equazione 

By +Cx?=Ez. 
Vol. Il. 31 
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Evidentemente la superficie non incontra gli assi che nella origine delle coor- 
dipate , e la retta AZ ( fig. 95.° ) intersezione dei pianì XAZ, VAZ che qui 
sono i soli principali (260), è l’asse unico ed indefinito della superficie. Gli 
stessi piani danno per intersezioni principali le due parabole MAM’, NAN' de- 
terminate dalle equazioni 


si 


ad — 32M, 


y= 33. 


Introducendo i parametri m , n di queste parabole in luogo dei coefficienti B, 
C nella equazione della superficie , questa prenderà la forma seguente 


2 


ya 
LL cs... (li). 
+7 (la) 


n 


Quindi supponendo 5 costante , le intersezioni parallele al piano XAY, 0 per- 
pendicolari all’ asse della superficie saranno ellittiche, come MNM'N'. Le di- 
mensioni poi di queste ellissi aumenteranno indefinitamente con # fino a tanto 
che questa quantità è positiva; ma diverrebbero immaginarie se 3 fosse ne- 
gativa; dal che si deduce non estendersi la superficie (1) che pel senso delle 2 
positive da ==0 fino a 5=00 . Finalmente le intersezioni della superficie (/,,) 
con i piani paralleli ai piani XAZ, VAZ saranno determinate dalle equazioni 


my? na? 


2 
yen 
2 9 
m 


dame 
n 


le quali rappresentano (163) due parabole , supponendosi nella prima costante 
la y, e nella seconda la 2. 

Il solido terminato dalla superficie (/,;) dicesi paraboloide ellittico. Allor- 
chè men, la (/,,) si muta in 


y+a=mz, 


la quale rappresentando la superficie di un solido generato dalla rotazione del- 
la parabola MAM' intorno all’ asse AZ, indica che il paraboloide in tal caso 
è di rivoluzione. 
269. La equazione relativa all’ altra specie di superficie contenuta nella 
equazione (/,) è 
By Co=Ez. 


Anche quì gli assi coordinati non sono incontrati dalla superficie che nella 
origine , e l’ asse unico ed indefinito di questa superficie è la retta AZ( fig. 


46.°) comune intersezione dei piani principali XAZ, YAZ. Le intersezioni 
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poi principali prodotte dai medesimi piani sono determinate dalle equazioni 


E 


2 
XL = Ta pi 


E 


2 
yz 325: 
v7 R 


per la qual cosa, esse dinoteranno le due parabole MAM’, NAN”, delle quali la 
prima avendo il parametro negativo volgerà la sua concavità verso le 2 nega- 
tive. Introducendo i parametri di queste parabole nella equazione della su- 
perficie , essa diventerà 

ga 


As cessi si (2..). 


Inoltre dalla stessa forma di questa equazione apparisce che le intersezioni fat- 
te nella superficie curva dai piani paralleli al piano XAY sono iperboliche, le 
cui dimensioni aumentano indefinitamente con 2. Per ciò poi che riguarda la 


posizione di queste iperbole, essa varierà col segno di 2 ; infatti per un valo- 
re costante e positivo ==AR, la equazione della sezione iperbolica essendo 


= (Y—n.AB), 


questa avrà il suo asse trasverso DD' diretto parallelamente ad AY ed il suo 
asse coniugato CC’ diretto parallelamente ad AX; laddove per un valore co- 
stante e negativo ==Ab avendosi per la equazione della sezione iperbolica 


VAR: (RE 
*—= -(0°—m.Ab 
b) sn (e°-m ) ’ 


essa avrà l’asse trasverso dd’ parallelo ad AX ed il coniugato ce' parallelo 
ad AY. 
Suppongasi ora nella (/,.) ==0, si avrà 


n n 
y=—a°, ed y tot ’ 
m m 


dalla quale equazione siamo avvertiti che il piano XAY seca la superficie se- 
condo due rette che sono (243) gli asintoti comuni a tutte le iperbole prece- 
denti proiettate nel medesimo piano XAY. Ì 

Finalmente le intersezioni fatte nella superficie curva dai piani paralleli 
ai piani XAZ, YAZ avranno per equazioni 


na 


2z 
mi ca 
1g ig ——, y NIH % 
n n 
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le quali perciò saranno paraboliche. : 
Appellasi paraboloide iperbolico il solido terminato dalla superficie (l,.). 
Da quanto poi è detto finora rilevasi che questa superficie è composta di una 
sola foglia continua , la quale si protrae indefinitamente verso le z positive e 
verso le z negative, ma che la sua curvatura presenta una forma opposta nel- 
le dette due regioni. Rendesi inoltre manifesto non esservi in essa centro al- 
cuno , la qual cosa ha pure luogo nella superficie del paraboloide ellittico. 
Finalmente il paraboloide iperbolico non è mai di rivoluzione ancorché 
sia mn; infatti la sua superficie non ammette per sezione piana veruna cur- 
va chiusa , come fra poco dimostreremo (272) ; e poi la equazione 


Sor =mz 


che sì ha nella ipotesi di m=, non esprime punto una superficie di rivolu- 
zione. 

270. Per la completa discussione di una superficie curva qualunque , la 
quale sia determinata mediante una equazione fra le coordinate ortogonali x, 
y, =, non basta che si determinino solo le intersezioni di questa superficie 
con i piani principali e con i piani paralleli ai principali, ma fa d’uopo ezian- 
dio che si definiscano quelle fatte nella superficie con i piani situati in una 
maniera qualunque per rapporto ai principali. Ora se si combina la equazio- 
ne della superficie con la equazione del piano 


Mz4-Ny4-Pa=L 


eliminandone una delle variabili, = per esempio , si otterrà una equazione fra 
le sole coordinate x, y che perciò rappresenterà (180) la proiezione sul piano 
XAY della intersezione della superficie con quel piano; ma siffatta proiezione 
non essendo per ordinario identica con la intersezione nello spazio, noi non 
potremo in tal guisa conoscere la natura della intersezione medesima. A fine 
pertanto di venire in cognizione di questa , bisognerà adoperarsi in guisa da 
ottenerne la equazione nel dato piano secante , alla qual cosa facilmente si 
giugnerà nel modo seguente. 

Trasportiamo la equazione della superficie dal sistema delle coordinate 
ortogonali %, y , z ad un altro di coordinate anch’ esse ortogonali &' , y", 2, 

rendendo per piano delle x'y' il piano secante ; per asse della x' la traccia 

AC (fig. 97.°) di questo piano su quello delle xy ; per asse delle y' una per- 
pendicolare AD condotta a questa traccia nel piano secante; e per asse delle n 
una perpendicolare a questo piano, Chiamiamo @ l'angolo CAX, e 0 l'angolo 
che fa il piano secante, o il piano delle x'y", con quello delle xy. 

Questi due angoli, la conoscenza dei quali basta per fissare la posizione 
dei tre nuovi assi , possono calcolarsi a priori per mezzo della equazione 


M3+Ny+Px=L 


del dato piano secante. Infatti pel detto nella Geometria analitica (188) il co- 
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seno di un angolo formato da due piani, dei quali le equazioni sieno 
2=er+e'y+3, s=Ex+-E'y+D, 
si determina mediante la formola 
14+sE4-' E' 
VIFPA INI 


Ora supponendo che il primo piano sia quello delle xy , e l’ altro esprima il 
piano secante , dovrà farsi in questa formola 


P N 
a pes: e pie 
e=0, =0, E= go E= a 
Sarà quindi 
i) M 
così= ee 
id p> N° VM°4N°4+-P? 
MM M° 


Per riguardo poi all'angolo @ , siccome la equazione della traccia del piano 
secante su quello delle xy è 


, P__ÉL 
Ny4-Pe=L, ovvero y=— It x? 
"a 
perciò — x esprimerà il valore della tang 9. 
Pi 


Ciò posto , per trasportare la equazione della superficie curva al nuovo 
sistema di assi , dovranno sostituirsi in essa i valori di ©, y, % stabiliti nella 
Geometria analitica (171). Ma perchè il fine di siffatta trasformazione è di 
trovare la equazione della intersezione della superficie col piano delle xy’, 
bisognerà fare in seguito 3'=0 nella equazione trasformata; ed ognun vede 
che questo si otterrà immediatamente facendo nelle formole del citato nume- 
ro 171 prima della sostituzione '=0 , ciò che le ridurrà alle seguenti 


e=2'cos(xx)+y' cosa). 
y=2'cos(y2')+-y'cos(yy'), 
s=2'cos(20")4-y'cos(2y'). 


Resta ora ad esprimere le costanti che entrano in queste equazioni dipenden- 
temente dai soli dati necessarii quali sono gli angoli @ e È. 

Per la qual cosa, consideriamo la origine A come il centro di una su- 
perficie sferica di raggio 1, le cui intersezioni con i piani YAY', XAY, X'AV', 
XAY' sieno gli archi di cerchio DE , BE, DC, DB; avremo così i due trian- 
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goli sferici DBC, DCE, nel primo dei quali sarà 


DC—=90°, BO=(r2')=0, DB=(2y'), e l’angolo DCB=0, 
e nel secondo 
DC—=90°, CE=(yr')=90°—0, DE=(yy"), e l'angolo DCE—=180°—0. 
D'altronde questi stessi triangoli danno (87) 


cosbB==cosDCcosCB+senDGsenCBcosDCB, 
cosbE==cosDCcosCE+-senDCsenCEcosDCE, 


nelle quali equazioni sostituendo i valori qui sopra esposti , si otterranno 
cos(ey')}==sengcosì, cos(yy')= —cosprosì. 


Finalmente l’asse delle essendo perpendicolare all’ asse delle x', perchè 
questo rattrovasi nel piano XAY, e contenendo con l’ asse delle y' un angolo 
uguale al complemento dell’ angolo 6, saranno 


cos(z0')=0, cos(2y')=sen0. 
Sostituendo adunque tutti questi valori nelle superiori equazioni, risulteranno 


e=2'cosp+y'sengcosì, 
y=x'seng—-y'cosqoosì, 
s—=y'sen0 . 


Ed ecco le formole , di cui si dovrà far uso quante volte vorrà determinarsi 
la natura della intersezione di una superficie curva con un piano qualunque. 

E qui si avverta che, se restando le x, y', 2' a loro stesse parallele , la 
origine delle medesime voglia trasferirsi da A in un qualunque altro punto , 
di cui le coordinate sieno h/, 4, k'”, nelle equazioni ora trovate alle x, Y » 
x dovranno sostituirsi le ec —h',y—h", 5h". o 

271. Cerchiamo ora di qual natura esser possano le intersezioni fatte 
nelle superficie di secondo grado da piani situati in una maniera qualunque 
rispetto alle superficie medesime , considerando dapprima quelle che hanno 
un centro. . 

Da quanto è detto nel numero precedente è chiaro doversi per ciò sosti- 
tuire nella equazione (/;) del numero 261 , la quale rappresenta tutte le su- 
perficie di secondo grado che hanno un centro , cioè nella equazione 


A+ By +Cx°=D, 
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in luogo delle x, y, z i loro valori 


a=h'42'cosp4+y'senpcosì, 
yh''4a'seng—y'cospcosì, 
sh!" 4y'send. 


Fatta dunque una tale sostituzione, si otterrà una equazione della seguente 
forma 


A'y? 4 B'e4C'2'y + D'y'+E'0'4F=0, dx (8), 
nella quale 


A'—=Asen°0+- Bcos°gcos°04+-Csen?pcas"0, 
B'==Bsen°g+-Ccos°g, 

C'=2(C— B)sengcosgeosì, 

D'=2All'"send —2BN'cospcos0 4+-2Ch'sengcosì, 
E'—2Bli'seng+2Ch'coso, 
P=AW"4BH"+ Ch? D. 


Si sa poi dalla Geometria analitica (162) che la natura della curva rappre- 
sentata dalla equazione (s) dipende principalmente dal binomio ('°—44’B'; 
imperocché secondo che questo binomio è negativo, positivo, o nullo , così 
la equazione (s) rappresenterà o una ellisse, o una iperbola, o una parabola. 
Laonde farà d’ uopo calcolare il valore di un tal binomio , e si troverà, fatte 
tutte le riduzioni , per la sua espressione 


— 4(BCcos°0+ ABsenosen"0+ ACcosgsen'0). 


Ora se la superficie è quella dell’ ellissoide , i tre coefficienti A, B, € sono 
positivi, e quindi la espressione precedente sarà essenzialmente negativa. 
Adunque la intersezione fatta nella superficie dell’ ellissoide da un piano qua- 
lunque sarà sempre una ellisse. Se la superficie è quella di un iperboloide a 
una o due foglie , due dei tre coefficienti A, B, € sono positivi , ed il terzo 
negativo; ovvero uno è positivo , e gli altri due negativi. Per la qual cosa , 
la succennata espressione in tal caso essendo composta di termini positivi e 
negativi , potrà dipendentemente dai valori numerici dei coefficienti A, B, €, 
@, e 6 diventare positiva, negativa , e anche nulla. La intersezione adunque 
fatta nella superficie di un iperboloide a una o due foglie da un piano qua- 
lunque sarà sempre o una ellisse, o una iperbola , ovvero una parabola. 

272. Istituendo i medesimi calcoli per rapporto alle superficie di secondo 
ordine prive di centro , quali sono quelle dei paraboloidi ellittici ed iperbo- 
lici rappresentate dalla generale equazione 


By +Cx° +Ez=0, 


troveremo, per definire la natura delle intersezioni fatte in queste superficie 
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da un piano qualunque, la equazione 


A'y+-B'o°4+-C'2'yf' + D'y' + E'2'4+F0... (59) A 


simile in quanto alla forma alla equazione (5) del numero precedente , ma da 
essa diversa in quanto ai coefficienti; imperocchè in questa 


A'= Bcos°qcos°8+ Csen°peos'0, 
B'=Bsen°9+ Ccos'o, 

‘=2(C— B)sengcosgcosì, 
D'-=2Ch'sengcosì —2Bh" cospcosì+ Esend, 
E!'=2 Bl''seng+-2Ch'cosg, 
P=Bh!!+-Ch'4+- EH". 


Ciò posto , sarà qui 
C'-AA' B'=z-4BCcos0, 


e quindi nella superficie del paraboloide ellittico essendo i coefficienti B, € 
positivi, sarà il binomio C—4A4'B' essenzialmente negativo, je la equazio- 
ne (s') apparterrà per conseguenza ad una ellisse. Se pertanto si supponga 
cos'9=0, nel qual caso essendo 6=90° , il piano secante è perpendicolare al 
piano XAY, risulterà C'°—-4A'B'—=0, e la equazione (s') rappresenterà una pa- 
rabola. Donde possiamo conchiudere che la intersezione fatta nella superficie 
di un paraboloide ellittico da un piano qualunque non può essere che o una 
ellisse o una parabola . Ùi 

Per quello poi che si appartiene alla superficie di un paraboloide iper- 
bolico, siccome i coefficienti B, € sono di segni contrarii , perciò il binomio 
C'?-—4A'B' non potrà esprimere che una quantità o positiva o uguale a zero, 
Per la qual cosa, la intersezione fatta in quella superficie da un piano qualun- 
que non sarà mai ellittica, ma 0 iperbolica ovvero parabolica. 

273. Facciamoci ora ad esaminare in qual maniera bisognerebbe situare 
il piano secante per rapporto alle superficie dell’ellissoide e dei due iperboloidi 
perchè le intersezioni risultassero circolari. Per ottener ciò dovrà porsi nella 
equazione (5) C'=0, ed A'=B'; donde 


(C—B)sengcospcosì=0....(1), 
Asen?8-+ Bcos°9c0s"9+- Csen'gcos'6=Bsen'9+ Ccos'g...(2). 
E siccome in generale non si ba C=B, perciò la equazione (1) non potrà es- 


sere soddisfatta che o da cost=0 ; o da seng=0 , o finalmente da cosp=0. 
Sia 1.° così=0; sarà sené=1 , e la equazione (2) si muterà in 


A=Bsen"@+ Ccosg. 


95 1 3 
Dividendo questa per cos’g, ed osservando che ra =sec'q=i + tango, a- 
COS 
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vremo 


A(1-4-tang°9g=Btang°9+4-C, 


C—-A 
tango=t x (73) 


2.° Se seng—0; sarà cosg=1, e la equazione (2) diventerà 


donde risulta 


Asen°0+ Bcos°0=C, 
da cui si ha 
Atang°04-B=C(1+tang?0), 


C-B 


3.° Sia finalmente cosp=0; si avrà seno=1 , e la equazione (2) si ri- 
durrà ad 


e quindi 


2 2 
Asen'0+ Ccos°0=B, 
e conseguentemente 


Atang*0+C=B(1-+tang”6), 


B_--C 
tang°9=+ avi (=) . 


Esaminiamo per poco questi valori di fango e di tang0, i quali possono essere 
reali o immaginarii, secondo le diverse ipotesi che far si possono interno ai 
coefficienti A, B, C, Se si moltiplicano fra loro le tre quantità poste sotto 


i segni radicali 


C-A C_B B—C 


AR AD Ja 
sl otterrà il prodotto 
(BG) 
(A-B)° 


che è un risultato essenzialmente positivo. Adunque almeno una di queste tre 

quantità sarà positiva. Ora dimostro che se per esempio la prima è posiliva, 

le altre due saranno necessariamente negative. Infatti perché sia positiva la 
Vol. II, 7 
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’ 


a CT 
quantità To fa d'uopo che le due CA ed A—B abbiano il medesimo se- 


AT 


gno, fa d’uopo cioè che si abbia nello stesso tempo 


(C—A> ovvero <0, 
e RR RE Se Te \A--b> RESA <0, 
e conseguentemente anche C—-B> ovvero <0. 


Quindi deducesi che te due quantità C—Bed A—C sono affette da segni con- 
C_B 


trarii, e che perciò xp negativa. Per lastessa ragione sono da segni con- 


trarii affette le due quantità B— € ed A—P, per cui sarà negaliva la quanti. 


: BC 
tà — 
A 


-. Si dimostrerebbe nella medesima guisa che se la seconda, o la ter- 
sane (i 


za fosse positiva, le due altre sarebbero negative. Conchiudiamo dal fin qui 
detto che dei tre sistemi 


{CÀ 
così=0, tango=-+ NV 3): 
CB 


seng=0, tani0=t VG si 


/ n-0 
cosg=0, tan; =-E NI Io) 


ve ne sarà sempre uno reale, ma che non ve ne sarà altro che uno. D'altron- 
de, poichè in ciascuna delle ipotesi o di cos =0, 0 di seng=0, 0 di cosp=0 vi 
sono due valori per la tangente dell’altro angolo, ne viene per conseguenza 
che per un punto qualunque di una delle superficie di secondo grado che sono 
dotate di centro, possano sempre condursi due piani i quali diano intersezioni 
circolari. 

Ora se per poco ci rammentiamo di quali angoli sieno simboli le lettere 
©, 0, noi senza la menoma difficoltà verremo in chiaro della seguente verità , 
che cioè tutte e tre le supposizioni di così=0, di seng=0, e di cosp==0 , cor- 
rispondono a piani secanti rispettivamente perpendicolari ai piani principali. 
Così, così=0 indica che il piano secante è perpendicolare al piano XAY ; 
seno=0 dimostra che il piano secante è perpendicolare al piano YAZ; e final- 
mente coso=0 ne avverte che il piano secante è perpendicolare al piano NAZ. 

Se la superficie è di rivoluzione ed è quella dell'ellissoide, ovvero quel- 
la dell'iperboloide ad una foglia, si avrà (263. 264) A=B, edi tre precedenti 
sistemi si ridurranno ai seguenti 


cosìt=0 , tango=% > donde coso=0; 
seng=0, tangò=tV/—1; 
cos=0, tangi= , donde così=0. 


PRRERPE ER TRAOO IPRIE Ra 
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Il secondo di questi sistemi è evidentemente immaginario, e gli altri due espri- 
mono la stessa cosa, che cioè nella sola ipotesi che il piano secante sia per- 
pendicolare all'asse AX, le intersezioni risultano circolari. Per la superficie 
poi di rivoluzione dell’iperboloide a due foglie si ha (265) B=C, e quindi 


così=0, tangge=tV=1, 
seng=0, tang0=0, 
cosp=0, tang9=0, 


dai quali sistemi impariamo che allora solo in quella superficie si otterranno 
intersezioni circolari, quando il piano secante sarà perpendicolare all'asse AZ. 

274. Esaminiamo da ultimo se vi abbiano nelle superficie dei due para- 
boloidi intersezioni circolari. Supponendo nella equazione (s') ('=0, ed A‘, 
si darà luogo alle seguenti equazioni 


(C- B)senocosgcosì=0.... (1), 
Bcos'gcos"9+ Csen’gcos’ 9=Bsen?9+ Ccos®9 ... 3). 


Si vede dapprima non potersi nella (1) adottare la ipotesi di così=0; infatti 
una tale ipotesi ridurrebbe a zero il coefficiente 4, nel qual caso non potreb- 
bo la equazione (s°) priva del termine 49° appartenere ad una circonferenza 
di cerchio. Per la qual cosa, le sole supposizioni che possono qui farsi perché 
venga soddisfatta la equazione (1) sono 0 seng=0, 0 cosp=0). 

Ora 1.° se seng==0), sarà cosp==1, e la equazione (2) si ridurrà a 


Cc 
Bcos'é=C, donde cosîò=+ 4 f--. 
— WB 
2.° Se coso—-0, sarà seng=1, e la equazione (2) si muterà in 
* vi p] ». » ’ B 
Ccos'6=B, per cui si avrà cos=+ Va 


Questi due sistemi sono necessariamente immaginarii allorché la superficie è 
quella del paraboloide iperbolico, essendo in essa le quantità 5, C affette da 
segni conirarii. Per la superficie poi del paraboloide ellittico il primo sistema 
può ammettersi quando 8>(, ed il secondo ha luogo quando B<C. Se BC, 
se cioè (268) la superficie del paraboloide ellittico è di rivoluzione, i succen- 
nati sistemi si ridurravno ai seguenti 


seno—=0, cos=+1, 
cosp=0), cosìò=+1, 


i quali dimostrano ad evidenza dovere il piano secante essere perpendicolare 
all'asse AZ perche le intersezioni risultino circolari. 


FINE DELLE DUE APPENDICI E DEL TOMO SECONDO, 


INDICE 


DELLE MATERIE CHE SI CONTENGONO IN QUESTO SECONDO TOMO. 


— (95900 _____ 


LIBRO QUARTO 


LOGARITMI 


CAPO Y. Delle principali proprietà dei logaritmi. Si dimostra che esprimendo con e un numero di- 
verso dalla unità, vi é sempre un numero x che rende ar uguale ad un numero qualanque da- 
to y num. 1. Definizione del logaritmo di un numero n, 2, In qualunque sistema il logaritmo 
della unità è 0, quello della base è —1, il logaritmo di zero è =-f 0 ovvero—», seonndo 
che la base del sistema è < ovvero > di 1: i logaritmi dei numeri > 1 sono positivi, e nega 
tivi quelli dei numeri <1 quante volte la base è > 1, il contrarioha luogo se la base «1. 
supponendo la base positiva, i logaritmi dei numeri negativi sono immaginarii:in uno stesso sì- 
stema se più logaritmi costituiscono una progressione aritmetica, i numeri corrisponilenti for- 
meranno una progressione geometrica n. 3. Il logaritmo di un pi agguaglia la somma 
dei logaritmi dei fattori: il logaritmo di un quoziente è uguale al logaritmo del dividendo di- 
minnito del logaritmo del divisore: il logaritmo di una qualunque potenza di un numero si ot- 
tiene moltiplicando per l'esponente il logaritmo del numero stesso : il logaritmo di una radice 
qualunque di un numero si ha dividendo il logaritmo del numero per 1’ indice della radice: i 
logaritmi di due numeri conservano in qualunque sistema il medesimo rapporto n. 4, 5; 

do ica ipse) a LE ca a SA e A e e da ge Da POL 

CAPO II Della formazione delle tavole dei logaritmi. Si fa notare come , determinati i logaritmi 
dei numeri in un qualche sistema , riescano quindi agevolissimi tutti i calcoli numerici n. 8. 
Con un esempio si fa vedere come si determinano i logaritmi dei numeri nel sistema volgare , 
nel quale la base = 10 n. 9. Qualunque metodo si adoperi per trovare i logaritmi dei numeri in 
un qualsivoglia sistema, non è d’uopo che si estenda a tuttii numeri, ma basta praticarlo con i 
soli numeri interi che si dicono primi n. 10. S'indica la formola con la quale, formate le tavole 
dei logaritmi per un sistema particolare , potranno con molta agevolezza formarsi le tavole lo- 
garitmiche di un qualunque altro sistema N. 11... 0.0... 44 

CAPO II. Dell'uso delle tavole dei logaritmi volgari. Che cosa s'intende per caratteristica di un lo- 
garitmo: come dalla semplice ispezione di un dato numero intero possa assegnarsi la caratte- 
ristica del sno logaritmo volgare, e come dalla caratteristica di un dato logaritmo volgare possa 
conoscersi il numero delle cifre intere, delle quali si com pone il numero corrispondente n. 12. 1 
logaritmi dei numeri che sono decupli gli uni degli altri hanno nel sistema volgare la stessa 
parte decimale n. 13, I logaritmi di due numeri tanto meno differiscono fra loro quanto più 
grandi sono questi numeri e più vicini fra loro; quindi , sebbene sia falso l’asserire che i nu- 
meri crescono proporzionalmente ai loro logaritmi, pure s’ intende abbastanza potersi ciù sup- 
porre senza errore sensibile, almeno per i numeri che sono molto grandi e fra limiti di picco- 
la estensione n. 14. S’insegna il metodo di trovare i logaritmi di quei numeri che non sono no- 
tati nelle tavole , come pure il metodo di trovare i numeri corrispondenti ai logaritmi che ncl- 
le medesime tavole non s'incontrano n. 15. Del complemento aritmetico di un logaritmo : per 
ottenere il complemento aritmetico di un logaritmo non bisogna far altro che sottrarre da 9 
tutte le sue cifre cominciando dalla sinistra, tranne però la ultima cifra significativa la quale 
deve sottrarsi da 10: si la vedere come mediante l’uso dei complementi aritmetici, il risol- 
tato dell’addizione e della sottrazione di più logaritmi si fa dipendere dalla sola addizione n. 16. 
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L’uso dei complementi aritmetici dà origine ad una specie di logaritmi che riesce assai como- 
da nella pratica: s'indica quale sia questa specie di logaritmi: regole da seguirsi nel calcolo di 
questi logaritmi me 17 + + e 05 ttt tatti: dlocbra.Sipr + pag» 
CAPO IV. Di alcune applicazioni dei logaritmi ai calcoli di aritmetica e di algebra. Si propongono 
alcuni esempii di applicazione dei logaritmi al calcolo delle potenze e delle radici dei numeri 


n, 18,19. Esempii di applicazione dei logaritmi ai calcoli algebrici n. 20. Quali sono le quanti- 
tà esponenziali, e quali le equazioni esponenziali : uso dei logaritmi nel trovare il valore della 
incognita in queste equazioni : si propongono Intorno a ciò parecchi esempii n. 21,22. . ? 
CAPO V. Dei problemi dipendenti dalle proporzioni, Regole del tre semplice e composta: si risul. 
vono parecchi problemi dipendenti da queste regole n. 23, 24,...-.-, 27. Regola di compagnia 
o di società, e problemi dipendenti da questa regola n. 28, 2). Problemi d’iuteresse 0 di frutto, 
di annualità, e disconto n. 5o, 31, .. «, 34.Si espove con un problema la regola di alligazione 
n.35. Regole di falsa posizione : sì applicano queste regole alla risoluzione di due problemi 
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LIBRO QUINTO 


TRIGONOMETRIA 


CAPO 1. Delle linee trigonometriche in generale. Si definisce ciò che forma V’obbietto proprio della 
Trigonometria : si enumerano € si definiscono le linee o funzioni trigonometriche : si fa notare 
il modo con cui queste medesime funzioni variano da 0° fino a 360°, e si accennano i valori di 
quelle che corrispondono agli archi 09,90”, 180°,270°: si conviene intorno ai segni delle funzioni 
trigonometriche n. 38, Ig,.., 4h 1 seno di un arco negativo agguaglia il seno di un arco po- 
sitivo uguale, ma l’uno di questi seni è di segno contrario all’altro : così pure la tangente, la 
cotangente, e la cosecante di un arco negativo sono uguali ma di segno contrario alla tangente , 
alla cotangente, ed alla cosecante di un arco positivo uguale: il coseno però, la secante, ed il se- 
no verso di un arco negativo sono assolutamente uguali al coseno, alla secante, ed al seno verso 
di un arco positivo uguale: finalmente un arco negativo ha il coseno verso uguale al coseno 
verso più il doppio seno di un arco positivo uguale n. 45, Si definisce il complemento ed il sup. 
plemento di un angolo o di un arco n. 46. Si dimostra che il seno o il coseno di un arco È 
uguale al coseno o al seno del suo complemento, come pure che la tangente o la cotangente , 
la secante o la cosecante, il seno verso 0 il coseno verso di un arco è uguale alla cotangente v 
alla tangente, alla cosecante 0 alla secante, al coseno verso o al seno verso del complemento 
dell'arco n. 47. Il seno e la cosecante di uu arco sono uguali al seno ed alla cosecante del sup- 
plemento dell’arco: dippiù il coseno , la tangente , la cotangente, e la secante di un. arco sono 
col segno negativo uguali rispettivamente al coseno, alla tangente, alla cotangente, ed alla se- 
cante del supplemento dell’arco: finalmente ilseno verso più il doppio coseno di un arco aggua- 
glia il seno verso del supplemento di questo arco n, 48» e ee eee ao » 

CAPO II Di alcune delle principali relazioni che hanno luogo fra le linee trigonometriche. Si espon- 
gono i valori della tangente, secante, cotangente , e cosecante dipendentemente dai valori del 
seno e del coseno : il quadrato del raggio è uguale alla somma dei quadrati del seno e del cose- 
uo: si notano i valori del seno e coseno dipendentemente dai valori della tangente e cotan- 
gente : il seno verso è uguale al raggio meno il coseno , cd il coseno verso è uguale al raggio 
meno il seno n, 49, 50, 51, 52. Si dimostrano le formole che danno i valori del seno , del cose- 
no, e della tangente della somma o della differenza di due archi dipendentemente dai valori dei 
seni e coscni, delle tangenti e cotangenti di questi archi : quindi si deducono i valori del seno , 
del coseno, e della tangente di un arco doppio dipendentemente dai valori del seno e cosento , 
della tangente e cotangente dell'arco semplice: come purei valori del seno , del coseno, e del- 
la tangente di un arco dipendentemente dai valori del seno ecoseno, della tangente e cotangente 
della metà dell’ arco : e finalmente i valori del seno e coseno, della tangente e cotangente 
della metà di un arco dipendentemente dai valori del seno e coseno dell'intero arco n. 53, 
54... 57. Si espongono alcune formole per mezzo delle quali i prodotti di seni e cosenì si trase 
formano in sente coseni semplici: s'indicano molte altre formole le quali tutte si dedacono dalle 
precedenti n. 58, 59, 60, 6h. e +02 eletto, » 

CAPO IN. Dei teoremi che servono alla risoluzione de: triangoli rettilinei, della formazione , € del. 
Puso delle tavole dei seni, coseni, ec, ln un qualunque triangolo rettilineo 1 lati stanno come i 
seni degli angoli opposti n. 62. Si deducono da questu teorema sei formole le quali tutte espri- 
niono a relazione che passa fra due luti del Lriangolo educ angoli uno opposto e 1° altro adia- 
cente a questi lati n. 03, Ju un triangolo rettilineo qualunque il quadrato di un lato agguaglia 


(92) 


(9) 


CAPO IV. Della risoluzione dei triangoli rettilinei. Per la risoluzione dei triangoli 


CAPO V. Dei teoremi e delle formole che servono alla risoluzione dei triangoli sferici. Si dimostra- 


s°r 
255 
la somma dei quadrati degli altri due lati diminvita del doppio prodotto di questi stessi lati 
moltiplicato pel coseno dell’ angolo da essi compreso n. 64, Si dimostrano diverse formole che 
servono alla risoluzione dei triangoli rettilinei n. 65, 66, 67, Intorno al modo di formare le 
tavole trigonometriche, supponendo che a sia il più piccolo arco delle tavole e che gli archi 
procedano nell’ordine x,2x,3x,... Qn_1)e, ma, (mt la determinazione di ciascun seno 
v coseno si fa dipendere da quella dei seni e coseni dei due archi che immediatamente precedo- 
no: indica il modo di determinare il seno ed il coseno del più piccolo arco x delle tavole per 
potere quindi con sez 0, sez x da una parte e cos 0, cos x dall'altra calcolare successivamente i 
seni e coseni degli archi 2x, 3x,4x,...: iltutto vien dichiarato con un esempio n. 68, 69,...., 73. 
Per ciò che riguarda Puso delle tavole irigonometriche, si fa primieramente osservare che, sup- 
posto il raggio =21, siffatte tavole contengono per l’ordinario i logaritmi dei seni, coseni, cc. 
accresciuti del numero 10, donde si deduce che l’uso delle tavole trigonometriche si fonda su 
quegli stessi principii su 1 quali si fonda uso delle tavole logaritmiche: si espongono quindi le 
regole che servono a calcolare la parte proporzionale, e queste si dichiarano con opportuni esem- 
pi: si fa notare la differenza che passa fra i complementi aritmetici dei logaritmi comuni , e quei 
dei logaritmi dei seni, coseni , ec. quali si sogliono notare nelle tavole trigonometriche: s’ indica 
il modo di trovare con esattezza nelle tavole dei logaritmi dei numeri i logaritmi dei seni e 
delle tangenti dei piccoli archi; e vicendevolmente, conosciuto il logaritmo del seno o della tan- 
gente di un piccolo arco, s’insegna il modo di trovare con esattezza questo stesso arco: esempii 
+. + pag 
rettangoli sì di- 
mostrano i seguenti teoremi, lu un qualunque triangolo rettangolo 1.° uno dei suoi cateti e 
uguale alla ipotenusa moltiplicata pel seno dell’angolo opposto 0 pel coseno dell’adiacente; 2.° 
la tangente di uno dei due angoli acuti è uguale al cateto opposto diviso per l’adiacente; 3.9 il 
quadrato della ipotenusa è uguale alla somma dei quadrati dei due cateti n. 79. Passando alla 
risoluzione dei triangoli obliquangoli si percorrono tutti i casi possibili che sono i seguenti : 1.° 
dato un lato del triangelo e due angoli qualunque, trovare il terzo angolo e gli altri due lati; 2.° 
dati i tre lati del triangolo, trovare i tre angoli; 3.° dati due lati del triangolo e l’angolo com- 
preso fra questi lati, trovare il terzo lato e gli altri due angoli; 4.° dati due lati del triangolo 
ed un angolo opposto ad uno di essi, trovare il terzo lato e gli altri due angoli © si fa notare 
l'ambiguità inerente a quest’ultimo caso, ed insieme si enumerano le circostanze nelle quali 
cessa del tutto una tale ambiguità n. 80, 81,...,85. Si dimostra potersi nel secondo e terzo 
caso immediatamente ottenere l’area del triangolo n. 86... +... . » 
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no le formole fondamentali della Trigonometria sferica per mezzo delle quali dati i lati di uu 
triangolo sferico qualunque, si determinanu gli angoli; e vicendevolmente n. 87, 88. In ogni 
triangolo sferico i seni degli angoli stanno fra loro come i seni dei lati opposti n. 89. Si dedu- 
cono dalle formole fondamentati le relazioni che hanno luogo fra due angoli del triangolo sfe- 
rico, e due lati uno opposto e l’altro adiacente n. 90. Modificazione delle formole fondamentali 
per renderle più comode a calcolarsi con i logaritmi n. gi. Si dimostrano le formole di Gauss 
n. 92. Dalle formole di Gauss si deducono quelle di Nepero n.93. . . . è: af ao 


CAPO VI, Della risoluzione dei triangoli sferici. Dalle iormole generali. dimostrate nel capo pre- 


cedente si deducono quelle che servono alla risoluzione dei triangoli sferici rettangoli n. 94. 
Passando poi alla risoluzione dei triangoli sferici rettangoli si percorrono tutti i casi possibili 
che sono i seguenti : 1.° data la ipotenusa ed un cateto, trovare l’altro cateto e i due angoli adia- 
centi alla ipotenusa ; 2.° dati i due cateti, trovarela ipotenusa e gli angoli opposti ai cateti; 
5.° data la ipotenusa ed un angolo ad essa adiacente, trovare i due cateti e l’ altro angolo adia- 
cente alla ipotenusa; 4.° dato un cateto con l'angolo opposto, trovare la ipatenusa, l’altro cate- 
to, e l’angolo a quest'ultimo opposto : si fa notare l'ambiguità inerente a questo quarto caso, per 
cui si dà luogo a due soluzioni diverse; 5.° dato un cateto con l’angolo al medesimo adiacente, 
irovare la ipolenusa, l’altro cateto, e l’angolo a quest’ ultimo adiacente ; 6.° dati i due augoli 
adiacenti alla ipotenusa, trovare i tre lati n. 95, 96, . +. . , 100. Si percorrono i diversi casi 
per la risoluzione dei triangoli sferici obliquangoli : 1.° dati i tre lati, trovare itre angoli : si 
dimostrano le formole del signor Molweide, le quali con più di vantaggio si prestano al calcolo 
di tatti e ire gli angoli del triangolo; 2.° dati i tre angoli, trovare i tre lati: si assegnano altre 
formole dello stesso Molweide le quali debbouo usarsi a preferenza, allorchè si cercano tutti e 
tre i lati del triangolo; 3.° dati due lati e l'angolo fra essi compreso, trovare il terzo lato e gli 
angoli a questo adiacenti: di questo caso si danno due soluzioni, la seconda dellequali è da prc- 
ferirsi quando si vogliono tutti e tre gli elementi incogniti o i due angoli incogniti; 4.° dati i due 
angoli ed il lato fra essi compreso, trovare il terzo angolo, e gli altri due lati : anche di questo 
caso si espongono due soluzioni, delle quali la seconda é molto comoda pel calcolo dei logaritmi 
quando si cercano tutti i tre gli elementi incogniti, o i due lati incogniti; 5.° dati due lati con 
un angolo opposto ad uno di essi, trovare gli altri due angoli ed il terzo lato: s’indical’ambiguità 
inerente a questo caso per cui generalmente parlando si dà inogo a due diverse soluzioni ; 6.9 
dati due angoli con un lato opposto ad uno di essi, trovare gli altri due lati ed il terzo angolo : 
questo caso come il quinto èin generale suscettibile di due diverse soluzioni n, 101, 102,..., 108. 
Si accennano i quadri generali dei criteri atti a distinguere Je soluzioni doppie dalle semplici 
nei due ultimi casi quinto e SESto me 104 LL Lee 
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LIBRO SESTO 


GEOMETRIA ANALITICA 


CAPO IL Del modo di costruire geometricamente le espressioni algebriche del primo e secondo grado. 
La costruzione geometrica delle espressioni algebriche serveatrovare i valori delle incognite 
dei problemi geometrici che si risolvono per mezzo dell’algebra n. 110. Si dà un cenno intor- 
no ad un importantissimo principio, il quale riguarda la interpretazione che deve darsi alle in- 
cognite dei suddetti problemi allorchè i loro valori risultano negativi n. 111. Si passa ella 
esposizione delle regole generali per la costruzione delle formole algebriche del primo e secondo 
grado n. 112, 113, 01186 +e eee tte ndo le teorie. 2000 + + pag. 

CAPO II. Della risoluzione di alcuni problemi geometrici secondo le teorie esposte nel capo prece- 
dente. Determinare il valore del lato di un quadrato iscritto in un date triangolo n. 119. Da- 
to un triangolo qualunque, cangiarloin un triangolo equilatero equivalente n. 120. Dividere 
un triangolo con una parallela alla base in due parti, le quali stiano fra loro nel rapporto dim 
ad nn. 121. Sopra una data retta come ipotenusa descrivere un triangolo rettangolo in modo 
che uno dei cateti sia medio proporzionale fra la ipotenusa e l’altro cateto n. 122, Sopra una 
data retta come base descrivere un triangolo isoscele, nel quale ciascuno degli angoli che sono 
adiacenti alla base sia doppio di quello che esiste al verticen, 123. Descrivere un cerchio , al 
quale se s'iscriva un triangolo equilatero, sia questo equivalente al quadrato costrutto sopra 
una data linea retta n. 124. Dato un cerchio, descriverne due altri, i quali esternamente tocchi- 
no se stessi e il dato cerchio per guisa che, congiunti i centri di tutti, risulti quindi un trian- 
golo simile ad un altro triangolo daton. 125. Condurre una tangente comune a due cerchi dati 
n. 126. Trovare i lati di un triangolo il quale abbia gli angoli dati, ed i vertici situati sopra tre 
rette parallele date n. 127. 2/0» ni etna ie PROC Pe sale 0 

CAPO III. Di alcune importanti riflessioni intorno alla necessità della omogeneità delle formole 
algebriche le quali vogliono geometricamente costruirsi. Sindicano le condizioni le quali fa 

’uopo che si adempiano in una espressione algebrica, perchè questa dir si possa omogenca: le 
condizioni poi della omogeneità si adempiranno nelle espressioni algebriche esprimenti i va- 
lori delle incognite dei problemi geometrici, quaniunque volte nel tradurre in equazione siffatti 
problemi dinolasi con una lettera particolare ciascuna delle lince che bisogna fare entrare in 
considerazione n. 128. Ma le medesime condizioni , generalmente parlando , cessano di aver 
luogo in quelle espressioni, allorchè si conviene di prendere per unità una di queste linee: si ac- 
cenna ciò che in tal caso è a farsi per renderle omogenee prima d’ imprenderne la costenzio- 
ne; sì propongono varii esempii n. 129. Si distinguono su tal proposito due specie di unità li- 
neari, implicita l’una ed esplicita l’altra n. 150. Si prende quindi occasione d’ indicare il mo- 


do d’introdurre il raggio A nelle formole trigonometriche calcolate nella supposizione del 
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CAPO IV. Dei principii generali della Geometria analitica a due coordinate. S'insegna la maniera 
di fissare la posizione di un punto nel piano relativamente a due rette indefinite condotte al 
angolo nel medesimo piano per mezzo di due altre rette finite , le quali diconsi le coordinate del 
punto : si fa vedere quale di queste coordinate chiamasi l’ ascissa e quale la ordinata : si dà 
alle rette indefinite la denominazione di assi delle coordinate , e di origine delle coordinate 
al loro punto d'incontro : si parla dei segni positivi e negativi delle coordinate, e della neces- 
sità di questi segni n. 152, 135. Equazioni del punto n. 134. Trasformazione delle coordinate 
n. 135. Si spiega che cosa s° intende per equazione di una linea n. 136.0. 004 +. 
CAPO V. Della equazione della linea retta. Si trova la equazione della linea retta n. 137. Si 
trova la equazione di una linea retta che passa per uno 0 per due punti dati n. 158. Si assegna 
la condizione necessaria perchè di due rette date per mezzo delle loro equazioni Ì’ una sia 
all’altra perpendicolare n. 159. Si determina il punto d’ intersezione di due rette, delle quali 
si conoscono le equazioni n. 140. Tanto nella supposizione degli assi ortogonali quanto in quel- 
la degli assi obliqui si trova la distanza fra due punti, dei quali si conoscono le coordinate 
n. 141, Si trova la cquazione di una retta condotta per un punto dato perpendicolarmente ad 
un'altra retta duta n. 142. Nella supposizione degli assi ortogonali si determina analiticamente 
la lunghezza di questa perpendicolare compresa fra il punto dato e la retta data n. 1453... >» 
CAPO VI. Di alcuni problemi dei quali la soluzione si fa dipendere dalle cose esposte nelcapo pre- 
cedente. Supponendo per più di semplicità gli assi sempre ortogonali, ove altro non si avveria 
in contrario, si risolvono i seguenti problemi: Date essendo le equazioni di due rette, trovare 
V’ angolo che queste rette fanno tra loro n. 144 + Essendo date di posizione due rette con gli angoli 
che esse formano con una terza, trovare sopra una quarta retta perpendicolare alla terza un 
punto talc che conducendo per esso una parallela a questa stessa terza retta, sia la parte di sif- 
tatta parallela compresa fra le due date rette uguale ad una retta m data n. 145. Essendo dati i 
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tre lati di un triangolo, trovare gli angoli e la superficie del triangolo n. 146. L'rovare la espres- 
sione del raggio del cerchio circoscritto al triangolo diperdentemente dai lati dello stesso trian- 
golo n. 147. Dipendentemente ancora dai lati del triangolo assegnare la espressione del raggio 
del cerchio iscritto nello stesso triangolo n. 148. Si prende quindi occasione di dimostrare il 
seguente teorema : se da un punto qualunque preso nell’ interno di un triangolo equilatero si 


abbassano delle perpendicolari soprai tre lati, sarà sempre la somma di siftatte perpendi 

colari uguale all’ altezza del triangolo n. 1490 20200260 Le, pag. 116 
CAPO VII. Della equazione del cerchio, e di alcuni problemi relativi alla teoria dei contatti cei 

cerchi tra loro e con le linee rette. Si trova la generale equazione del cerchio n. 150. Sì tro. 

vano le varie equazioni del cerchio nelie ipotesi seguenti : 1.° che la vrigine delle coordinate 

sia situata sopra uno dei punti della circonferenza ; 2.° che uno degli assi passi pel centro e 

l'altro tocchi la circonferenza nel puntoin cui essa è secata dal primo ; 3.° che la origine de. 

gli assi stia nel centro n. 151. Supponendo obliqui gli assi delle coordinate si determina in tale 

ipotesi la generale equazione del cerchio, dalla quale come caso particolare deducesi quella che 

suppone la origine costituita nel centro n. 152. Si risolvono i tre seguenti problemi: 1.° Per 

due punti dati far passare un cerchio tangente ad una retta data. 2.* Per un punto dato far 

passare un cerchio tangente a due rette date. 3. Descrivere un cerchio tangente a due rette 

date e ad un cercluo dato n. 153. LL 135 
CAPO VIII. De'le equazioni di alcune curve fra le più celebri presso i geometri, Equazione della 

cicloide n. 154. Equazione della epicicloide n. 1553. Equazione della concoide u. 156. Equa- 

zione della cissoide n. 157. Equazione della quadratrice n, 198, 00.00.01 » 159 
CAPO IX. Del mododi deserivere le linee, date essendo le loro equazioni. Si assegna il metodo gene- 

rale del quale bisogna far uso per tracciare una linea allorchè é data la sua equazione n, 159, 

Si propongono varli esempii dei quali i più notabili sono quelli della logaritmica e della lemni- 

SCALà My 100), de ile a i e A e a O o SA 
CAPO X. Della investigazione delle diverse linee che si comprendono nelia generale equazione di 

secondo grado fra le due variabili x,y. Si distinguono le linee in due classi; in linee cioè al 

gebriche o geometriche, ed in trascendenti o meccaniche: le algebriche si distinguono in ordini 

secondo il grado delle equazioni che le rappresentano: si stabilisce d’investigare il numero delle 

diverse specie di carve che si contengono nella generale equazione del secondo grado fra lc due 

variabili x, y n. 161, Si dimostra che in una taie equazione si contengono tre specie di curve 

fra loro del tutto diverse n. 162, Per mezzo diuna trasiormazione di coordinate si riduce la ge- 

nerale equazione di secondo grado ad uu'altra più semplice, dalla quale agevolmente deduconsi 

le tre particolari equazioni rappresentanti le fre succennate specie di curve n. 165. Si fa nota- 

re che queste tre curve dì specie diverse sono la ellisse, la parabola , e la iperbola n. 164. Sì 

prende quindi occasione di tar vedere quale sia la forma più generale della equazione del cer 

chio n. 165. Si assegna un criterio per mezzo del quale si sa quarido la generale equazione del 
secondo grado rappresenta la ellisse, quando la parabola, e quando la iperbola : si nota che po- 

tendosi la generale equazione del secondo grado per una particolare supposizione fatta intorno 

ai suoi coeflicienti abbassare a quelia del primo grado , essa conterrà eziandio la linea retta 

Magtb0io ta Si i La A RI E i i le, DIS 
CAPO XI. Deiprincipii generali della Geometria analitica a tre coordinate. Modo di determinare 

la posizione di un punto nello spazio: equazioni del punto: assi ortogorali ed assi obliqui: s: no- 

ta che in seguito gli assi si supporranno sempre ortogonali, ove altro non si avverta in contra. 

rio n. 167, 168. Date le coordinate di due puuti nello spazio, si determina la distanza fra questi 

punti n. 169, Si determina l’angolo che fanno due rette nello spazio per mezzo degli angol: che 

ciascuna di queste rette fa con tre assi ortogonali: si dimostra chie la somma dei quadrati dei co- 

seni degli angoli che nna retta nello spazio forma con tre assi ortogonali , è uguale alla unita 

u. 170. Della trasformazione delle coordinate ortogonali in altre coordinate, le quali sieno o 

vrtogonali o anche oblique n. 171, 172. 


. . . . . . » . . . . . - . * . » 
a la generale equazione del piano, dalla quale de- 


CAPO XII. Della equazione del piano. Si assegi 


ducesi quella di un piano che passa per la origine delle coordinate, e quella di un piano che 

passa per un punto dato per mezzo delle sue coordinate n. 193. Si risolve il seguente problema: 

per un punto dato in un angolo triedro formato da tre angoli piani retti, condurre un piano in 

modo che la sua parte intercetta in questo angolo sia un triangolo simile ad un altro triangolo 

dato mezzi: ce aio e e e a e ee RE Ud Da 
CAPO XII. Delle equazioni della sfera, del cono retto, e del cilindro retto. Si stabilisce la genera- 

le equazione della sfera, dalla quale come casi particolari deduconsi quelle che suppongono la 

origine delle coordinate trasportata o nella superficie o nel centro delia medesima siera , ed an- 

cora le altre che suppougouo che o uno dei piani coordinati o uno degli assi passi pel centro 

n. 179. Si espone il metodo generale del quale bisogua far uso quante volte si vuole trovare la 

equazione di uua superficie curva di un solido generato dalla rotazione di una figura piana in- 

torno ad un asse fisso; quindi s i determinano le equazioni del cono retto e del cilindro retto 

nella supposizione che la origine delie coordinate stia nel centro deile loro basi circolari , ed 

uno degli assi coordinati, per esempio quello delle 2, coincida con l’asse del cono o del cilin- 

dro n. 176. Si trovano le equazioni del cono retto e del cilindro retto per rapporto a tre assi or- 

togonali qualunque , dei quali la origine sia posta in una delle estremità del diametro delle loro 
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CAPO XIV. Del metodo delle proiezioni, € della risoluzione di alcuni problemi che da un tal me- 
todo dipendono. Sì spiega che cosa debba intendersi per proiezione ortogonale di ana linea si- 
tuata nello spazio sopra uno qualunque dei piani coordinati : 1° andamento nello spazio di una 
linea qualunque è mai sempre definito dalle equazioni di due proiezioni della medesima linea 
sopra due qualunque dei tre piani coordinati n. 178. Trovare le equazioni della comune inter- 
sezione di due piani che si secano, essendo date le equazioni di questi piani n, 179. Sì avverte 
che col metodo stesso con cui si risolve questo problema possono trovarsi le equazioni della co- 
mune intersezione di due superficie curve qualunque, date essendo le loro equazioni: si espone 
il modo come poter conoscere se Una tale intersezione stia tutta in un piano , ovvero sia una 
linea di doppia curvatura: segue un'applicazione , supponendo che ambedue le superficie date 
sieno sferiche n. 180. Trovare le equazioni di una retta obbligata a passare per uno, O per due 
punti dati per mezzo delle loro coordinate n. 181. Trovare le equazioni della perpendicolare 
che da un punto dato si abbassa sopra un dato piano n. 182, Si determina quella lunghezza di 
quesla perpendicolare che è compresa fra il punto dato ed il piano dato n. 185. Si determina 
;1 coseno dell'angolo che fanno nello spazio due rette date per mezzo delleloro equazioni n.184. 


Conoscendo le equazioni di una retta nello spazio , si determinano agevolmente i cosenì degli 
oli che questa retta fa con i tre assi ortogonali n. 185, 186. Trovare la condizione necessa- 


ang 
he deve aver luogo perchè due rette date nello spazio per mezzo delle loro equazioni si se- 


ria c 
chino n. 187. Determinare L'angolo che fanno due piani dati per mezzo delle loro equazioni 


n. 188, Determinare l'angolo che una retta data per mezzo delle sue equazioni fa con un piano 


dato anche per mezzo della sua equazione n. 189. e cln 20» + pag. 156 
CAPO XV. Del metodo di trovare le equazioni delle superficie conoidiche e cilindracee , € delle re- 
gole che hanno luogo per distinguere fra le superficie del secondo ordine quelle che sono da ogni 
rie circoscritte da certi limiti. Le superficie conoidiche o cilindracee nascono dal movimento di 
una retta che scorrendo con una delle sue estremità sopra una certa linea curva, si assoggetta 
nello stesso tempo a passare costantemente per un dalo punto, 0 2 mantenersi sempre paral- 
lela ad un’ altra retta data di posizione: la retta mobile si chiama generatrice ; la linea curva, 
sulla quale essa si fa scorrere, appellasi direttrice» date le equazioni della generatrice e della 
direttrice si può sempre ed agevolmente ottenere la equazione della generata superficie n. 190. 
Si assegnano le son di “un cono qualunque, e di un qualunque cilindro n. 191. Equa- 
zione delle superficie del secondo ordine: si espongono le condizioni alle quali fa d’uopo sod» 
disfare perchè questa equazione fra le superficie del secondo ordine rappresenti quelle che so- 


no da certi limiti chiuse € terminate n. 192, 193, 1946 +0 +00 0* ‘ 4 Pie e FOR 


LIBRO SETTIMO 


SEZIONI CONICHE 


CAPO 1. Della origine e delle equazioni delle sezioni coniche. Quelle sezioni che si fanno da un 
piano che in qualsivoglia modo si conduce a traverso di un cono qualunque, chiamansi sezioni 
i e n. 195. Dal se- 


coniche: quindi deducesi che il cerchio ed il triangolo sono due sezioni conich 
care il cono con un piano il quale nè sia parallelo alla base, nè passi pel vertice del cono, non 
ossono ottenersi più di tre sezioni di specie diverse, e queste E no la ellisse, laiperbola, e la 
parabola : € uazioni di queste curve n. 196. Che cosa s'intende per diametro di una sezione co- 
nica, e quando il diametro prende nome di asse: se pel vertice del diametro sì conduca una 
retta parallela alle ordinate, essa riuscirà tangente alla sezioneconica n. 197. Della sezione suc- 
contraria n. 198. Altre equazioni della ellisse e della iperbola, supposta la origine delle coordi- 
nate nel punto medio del diametro n. 109; Le equazioni delle sezioni coniche possono Ezian- 
dio dedursi dalla equazione della superficie conica n, 200. Si dimostra che secando un cilin- 
die retto con un piano non parallelo alla base si ha per intersezione una ellisse n. 201. + * » 170 


CAPO II. Di alcune delle principali proprietà della parabola, Nella parabola il parametro è uguale 
alla terza proporzionale dopo una qualunque ascissa, e la corrispondente ordinata: nella para- 
bola i quadrati delle ordinate sono come le corrispondenti ascisse n. 202. Il fuoco nella para- 
bola si trova nell’ asse distante dal vertice perla quarta parte del parametro n. 200. La per 
pendicolare che da un punto qualunque della parabola sì conduce sopra la direttrice agguaglia 
al raggio vettore n. 204. Deducesi quindi il metodo di descrivere meccanicamente la parabola 
n.205, Nella parabola la sottangente di uno qualunque de’ suoi punti è doppia della corrispon- 
dente ascissa : da siffatto teorema, si rileva il metodo di poter condurre la tangente ad un qua- 
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Junque punto della parabola: la distanza del'fuoco dalla tangente contata sull’asse è uguale al 
raggio vettore del punto dì contatto : se da un qualsivoglia punto della parabola conducansi il 
raggio veitore ed una retta parallela all'asse, risulteranno uguali gli angoli che queste rette con= 
tengono con la tangente alla parabola nel medesimo punto n. 206. La sunnormale di un qua 
lunque punto della parabola è sempre la stessa, ed è uguale alla metà del parametro: la distan- 
za del fuoco dalla normale contata sull’asse agguaglia il raggio vettore, ovvero ancora Ja distan» 
za del fuoco dalla tangente contata sull’asse: la normale sta alla tangente come il parametro alla 
doppia ordinata del punto di contatto n. 207. Da un punto qualunque della parabola condu- 
cendo la normale ed il raggio vettore, se dal punto in cui la normale incontra l’asse si abbassi 
sopra il raggio vettore una perpendicolare, sarà il segmento del raggio vettore compreso fra il 
punto della curva e questa perpendicolare uguale al semiparametro n. 208. Nella parabola la 
normale è doppia della perpendicolare che dal fuoco si abbassa sopra la tangente: la perpendi- 
colare condotta dal fuoco sopra la tangente, è media proporzionale fra la quarta parte del pa- 
rameiro ed il raggio veitore: la normale è quarta proporzionale dopo la perpendicolare condot- 
ta dal fuoco sopra la tangente, il semiparametro, ed il raggio vettore n. 2009. . . . pag. 176 
CAPOII. Della parabola riferita ad uno dei suoi diametri, Nella parabola ogni retta parallela al- 
l'asse è un diametro che divide per metà tutte le corde parallele alla tangente condotta pel suo 
vertice n. 210, 211. Il parametro della parabola riferita ad uno dei suoi diametri è la terza pro 
porzionale dopo una qualunque ascissa, e la corrispondente ordinata; agguaglia inoltre la dop- 
pia ordinata che passa pel fuoco; ed infine è uguale al quadruplo della distanza del vertice del 
diametro dal fuoco n. 212. La parte esterna del diametro compresa fra il vertice e la secante è 
media proporzionale fra le ascisse dei due punti d'intersezione: la sottangente nella parabola 
riferita ad uno dei suoi diametri, è, come per l’asse, doppia della corrispondente ascissa n. 215. 
Dato l’asse ed il parametro dell’asse, trovare un diametro che faccia con la tangente condotta 
pel suo vertice un angolo dato, ed il parametro di questo diametro: dato un diametro col suo 
parametro, e l'angolo che la tangente condotta pel vertice del diametro fa col diametro stesso , 
trovare l’asse, il vertice, ed il parametro dell'asse n. 214. 2002020. ++ +00. n adi 
CAPO IV. Delle principali proprietà della ellisse. Si definiscono il centro , i diametri coniugati, ed 
il parametro della ellisse n. 215. Nella ellisse i quadrati delle ordinate sono come i rettangoli 
contenuti dai due segmenti del diametro che si prende per l’asse delle ascisse n. 216. Supponen- 
do ortogonali le coordinate, i diametri della ellisse prendono it nome di assi, e trasverso dicesi 
il maggiore, coniugato il minore : si determinano i fuochi c la eccentricità della ellisse n. 217. 
La somma dei raggi vettori che da un punto qualunque della ellisse si conducono ai due fuochi 
della medesima agguaglia costantemente l’asse trasverso n, 218. Si propone un modo meccauico 
per descrivere la ellisse n. 219, Nella ellisse la sottangente di uno qualunque dei suoi punti è 
quarta proporzionale dopo l’ascissa del punto di contatto e le distanze della ordinata dai due 
vertici dell’ asse trasverso : quindi deducesi il metodo di tirare la tangente alla ellisse in un 
dato suo punto: la distanza del centro dalla tangente contata nell’ asse è terza proporzionale 
dopo l’ascissa del punto di contatto ed il semiasse trasverso : i raggi vettori del punto di con- 
tatto sono fra loro come le distanze dei fuochi dalla tangente contate nell’ asse: la distanza di 
uno dei vertici dell’asse dalla tangente contata nell’asse è quarta proporzionale dopo l’ascissa 
del punto di contatto, la distanza dello stesso vertice dalla ordinata , ed il semiasse trasverso 
n.220. La sunnormale è quarta proporzionale dopo l’asse trasverso, il parametro, e 1’ ascissa 
del punto di contatto : la distanza della normale dalla tangente contata nell’ asse è quarta pro- 
porzionale dopo l’ascissa ed i raggi vettori del punto di contatto : la direzione della normale 
seca l’angolo dei raggi vettori del punto di contatto in duc angoli uguali: i raggi vettori del 
punto di contatto con la tangente contengono quinci e quindi angoli uguali; donde si conclude 
un altro metodo per tirare la tangente alla ellisse : se dall’uno o dall’altro vertice dell’asse tra- 
sverso prendasi nello stesso asse un segmento uguale all’ uno o all’altro dei raggi vettori del 
punto di contatto, sarà la ordinata corrispondente a quel segmento uguale alla normale n. 221 
11 semiasse coniugato è medio proporzionale fra la normale e la perpendicolare condotta dul 
centro sopra la tangente ; ovvero fra le perpendicolari condotte dai fuochi sopra la mede 
tangente: la normale è quarta proporzionale dopo le tre perpendicolari condotte dal centro e 
dai fuochi sopra la tangente ; ovvero dopo la perpendicolare condotta da uno dei fuochi sopra 
la tangente, il raggio vettore condotto dello stesso fuoco al punto di contatto, ed il semipara- 
metro: i segmenti dei raggi vettori del punto di contatto compresi fra questo punto e le per- 
pendicolari che sopra i medesimi raggi si conducono dal punto dove la normale incontra l’asse, 
sono uguali al semiparametro : i segmenti dei raggi vettori del punto di contatto compresi fra 
questo punto e la retta condotta pel centro parallelamente alla tangente sono uguali al se- 
miasse trasverso n, 222. Siccome la terza proporzionale dopo l’ asse maggiore e 1’ asse minore 
dicesi parametro dell’asse maggiore, così la terza proporzionale dopo l’asse minore e l’asse 
maggiore dicesi parametro dell’asse minore: ciò posto , si trovano le espressioni analitiche della 
sunnormale, della normale, della sottangente, e della tangente rispetto all’ asse minore n.225. 184 
CAPO V. Della ellisse riferita a suoi diametri coniugati. Nella ellisse due rette condotte pel cen- 
tro, terminate dall’una parte e dall’altra dalla circonferenza della medesima, e tali che sia l’una 
parallela alla tangente condotta per la estremità dell’ altra, esprimono due diametri coniu- 
gati n. 224, 225, 226. Nella ellisse la somma dei quadrati di due diametri coniugati agguaglia 
ta somma dei quadrati dei due assi n. 227. Tutti i parallelogrammi circoscritti alla ellisse sono 
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in superficie ugnali fra loro ed al rettangolo degli assi n. 228. In qualunque ellisse possono 
condursi due diametri coniugati uguali n. 229. Dati i due semiassi trovare due diametri coniu- 
gati, i quali contengano un angolo dato: dati due diametri coniugati con l’angolo dai medesimi 
contenuto, trovare i due semiassi N. 230,624 ee +0 pag. 19° 
CAPO VI. Delle principali proprietà della iperbola, Nella iperbola i quadrati delle ordinate sono co- 
me i rettangoli contenuti dalle corrispondenti ascisse contate dai vertici n. 231. Conducendo 
pel punto medio del diametro della iperbola una retta parallela alle ordinate, questa secherà in 
due parti uguali tutte le rette parallele al diamelro e terminate alle curve opposte: questa retta 
perciò dicesi diametro secondario o coniugato a differenza dell’altro che chiamasi primario o tra- 
sVerso; supponendo poi le coordinate ortogonali, questi diametrì diconsi assi n. 232, 233, Si de- 
terminano i fuochi della iperbola: si definiscono il centro, il parametro, e la eccentricità della 
iperbola n. 234. La differenza dei raggi veltori che ad un punto qualunque della iperbola si 
conducono dai suoi due fuochi, agguaglia costantemente l’asse trasverso n. 255. S'indica un ma 
do meccanico per descrivere la iperbola n. 236. Nella iperbola la sottangente di uno qualuique 
dei suoi punti è quarta proporzionale dopo l’ascissa del punto di contatto , e le distanze della 
ordinata dai due vertici dell'asse trasverso: quindi ad un qualunque punto della iperbola potrà 
agevolmente condaursi la tangente: la distanza del centro dalla tangente contata nell’asse è terza 
proporzionale dopo l’ascissa del punto di contatto ed il semiasse trasverso : i raggi vettori del 
punto di contatto stanno come le distanze dei fuochi dalla tangente contate nell’asse : la distane 
za di uno dei vertici dell'asse dalla tangente contata nello stesso asse è quarta proporzionale do- 
po l’ascissa del punto di contatto, la distanza dello stesso vertice dalla ordinata, ed il semiasse 
trasverso n. 237. Espressioni della tangente della sunnormale, e della normale n. 258. La di- 
stanza della normale dalla tangente contata nell’ asse è nella iperbola, come nella ellisse, quar- 
ta proporzionale dopo l’ascissa ed i raggivettori del punto di contatto n. 239. La direzione della 
tangente seca in due parti uguali l'angelo dei raggi vettori del punto di cobtatto: quindi si de- 
duce che per tirare la tangente ad un punto della iperbola basterà dividere in due parti uguali 
l'angolo dei raggi vettori del medesimo punto : la direzione della normale divide in due parti 
uguali il supplemento dell’angolo dei raggi vettori n. 20. Sì dimostrano per la iperbola quei 
medesimi teoremi che nel numero 222 si sono dimostrati per la ellisse n. 94t .. . +. D 2-0 
CAPO VII. Degli asintoti della iperbola, e delie proprietà di questacurva riferita agli asintoti, ed ai 
suoi diametri coniugati. Che rosa s'intende per asintoto: divisione degli asintoli in retti e 
curvi n. 242. Si dimostra che la iperbola ha due asintoti : dippiù che il semiasse coniugato è 
medio proporzionale fra le distanze di un qualunque puuto delia iperbola dagli asintoti, prese 
queste distanze parallelamente all'asse comugato u. 245. Equazione della iperbola riferita agli 
asintoti n. 244. Allorchè si prolunga una qualunque corda della ipecbola fino agli asintoti, ri- 
sultano uguali fra loro i segmenti della medesima compresi dall’una parte e dall’altra fra gli 
asintoti ed 1 rami della curva n. 245. S'indica un terzo imetodo per condurre la tangente alla 
iperbola n. 246. Conduceudo pel centro della iperbola due rette, la prima delle quali incontri 
la curva, e l’altra sia parallela alia tangente condotta pel punto d' incontro , saranno queste 
rette due diametri coniugati n. 27. Il parallelogrammo che ha per lati due diametri coniu- 
gati qualunque, è equivalente al rettangolo degli :}a difierenza dei quadrati di due dia- 
metri coniugati qualunque ayguaglia la differenza dei quadrati degli assi: quindi nella iper- 
bola equilatera i diametri coniugati sono mai sempre ugueli fra loro n. 248. Dati i dueassi della 
iperbola, trovare nella medesima due diametri coniugati i quali contengano un angolo dato; e 
dati i diametri coniugati con l’angolo dai medesimi contenuto, determinare la quantità e la po- 
sizione degli assi n. 249 . VER 
CAPO VIII. Delle coordinate polari e delle equazioni delle curve coniche riferite a coordinate po- 
lari. Definizioni delle coordinate polari: formole per risolvere il seguente problema: data la 
equazione di una curva o di una superficie fra le coordinate rettilinee ed ortogonali , trovare 
la equazione della medesima curva o della medesima superficie fra le coordinate polari n. 250, 
251. Si trovano le equazioni delle sezioni coniche riferite a coordinate polari n. 293.» » 213 


DUE APPENDICI AL LIBRO SETTIMO. 


APPENDICE I. Su: problemi appartenenti ai luoghi geometrici del secondo ordine, ed alle loro in- 
tersezioni. Che cosa debba intendersi per luogo geometrico n. 253. Si risolvono parecchi pro- 
blemi geometrici indeterminati appartenenti 21luoghi geometrici del secondo ordine n. 254. Per 
risolvere questi problemi non possono assegnarsi regole generali: si passa a dire alcuna cosa dei 
problemi geometrici determinati, i quali conducono ad equazioni di terzo e quarto grado e che 
si risolvono con le intersezioni delle curve coniche , dopo di aver fatto osservare che le equa- 
zioni determinate di primo grado possono costruirsi mediante la intersezione di due rette, e 
quelle del secondo grado mediante la intersezione della retta col cerchio n. 259, 256, 257. » 217 
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APPENDICE II. Sulle superficie del secondo ordine. In ogni superficie di secondo ordine vi è sem- 
pre una disposizione tale di corde parallele da potere queste restare tutte divise per mezzo da 
un piano, e ad angoli retti; il piano secante per mezzo le corde parallele, chiamasi diametrale; 
che se poi le sechi anche ad angoli retti, dicesi principale n. 258, 259. Tutte le superficie del 
secondo ordine che hanno un centro sono contenute nella equazione Az%+By°4+Cx°=D , e 
quelle che sono prive di centro nell’altra By*+-Cx*+-Ez=20: in una qualunque delle prime 
tutti e tre i piani coordinati debbono riguardarsi per principali ; dippiù ogni piano diametrale 
passa per la origine; e quindi se in essa vi sono altri piani principali, oltre i tre piani coordi» 
nati, questi passano per la origine, la quale perciò rappresenta il centro della superficie mede- 
sima: nelle altre superficie che non hanno centro i soli piani coordinati XAZ, YAZ sono prin- 
cipali, e l’asse AZ che è la comune intersezione di questi piani è l’asse unico ed indefinito della 
superficie: le superficie che hanno centro sono quelle dell’ellissoide, dell’iperboloide ad una fu- 
glia, dell'iperboloide adue foglie, e delcono asintotico: le superficie che nonhanno centro sono due 
solamente, quelle cioè del paraboloide ellittico, e del paraboloide iperbolico n.260, 261,.»., 269. 
Si espone il metodo del quale si deve far uso allorchè si vuol conoscere la natura della interse- 
zione fatta in una qualunque superficie di cui è data la equazione, da un piano situato in una 
maniera qualunque rispetto ai piani coordinati n. 270. Si cerca di qual natura esser possano le 
intersezioni fatte nelle superficie di secondo ordine da piani situati ja un modo qualunque ri- 
spetto alle superficie medesime n. 271, 272. Si esamina in qual maniera bisogna situare il pia- 
no secante per rapporto alle superficie dell’ ellissoide e dei due iperboloidi perchè le interse- 
zioni risultino circolari n. 275. Si dimostra da ultimo che delle superficie dei due paraboloidi 
la sola che può ammettere intersezioni circolari, è quella del paraboloide ellittico n. 274. pag. 232 
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